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内 容 提 要 


本 书 的 目标 是 对 椭圆 型 变 分 不 等 式 提供 一 个 引 论 ， 特 
HRT RN ARAB. 
在 每 一 章 开始 都 有 较 详细 的 引言 。 
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译 者 的 话 


一 九 七 九 年 上 半年 , 由 清华 大 学 应 用 数学 教研 室 、 中 国 科 
学 院 数学 研究 所 和 计算 中 心 的 部 分 同志 联合 举办 了 “AE HR 
等 式 ” 讨 论 班 ,以 意大利 罗马 大 学 数学 系 U. Mosco 教授 的 “ 变 
分 不 等 式 近 似 解 引 论 ” 为 基本 材料 ， 该 书 是 意大利 罗马 大 学 
等 数学 系 至 今 为 研究 生 开设 “ 非 线性 泛 函 分 析 ” 课 程 的 讲义 . 
在 学 习 和 研究 过 程 中 ， 我 们 发 现 该 书 运 用 拓扑 和 泛 函 分 析 的 
基本 知识 ， 为 变 分 不 等 式 及 其 近似 解 分 析 建 立 了 独特 的 、 相 
当 完 整 的 框架 ， 而 且 只 要 具备 泛 函 分 析 及 数学 物理 方程 的 知 
W, 就 能 无 困难 地 阅读 该 书 ， 因 此 我 们 决定 着 手 翻译 . 

作者 U. Moo 教授 , 得 知 我 们 已 将 该 书 译 成 中 文 , 非常 
AX, 并 欣然 为 中 译本 写 了 热情 洋溢 的 前 言 。 同时 需要 说 明 
的 是 ， 正 如 作者 指出 的 那样 ， 由 于 近 几 年 来 有 限 元 方法 揭发 
展 ， 变 分 不 等 式 的 有 限 元 逼近 已 有 了 很 大 的 进展 。 而 该 书写 
于 1971 年 显然 不 能 包含 近期 有 限 元 分 析 的 内 容 , 对 此 有 兴趣 
的 读者 可 参阅 相应 的 材料 . 

参加 本 书 翻译 工作 的 , 有 清华 大 学 的 胡 显 承 、 陈 景 良 、 关 
治 ， 中 国 科 学 院 数学 所 的 邵 秀 民 和 计算 中 心 的 崔 俊 芝 、 王 巧 
贤 、 王 烈 衡 等 同志 , 由 王 烈 衡 和 王 蕊 贤 同 志 最 后 统一 并 校 阅 . 

我 们 还 应 当 感 谢 冯 康 教授 、 石 钟 惹 和 黄 鸿 兹 同志 对 讨论 
班 和 翻译 过 程 中 的 支持 和 帮助 . 

鉴于 我 们 水 平 有 限 , 译文 中 错误 和 缺点 在 所 难免 , 希望 读 


”着 批 评 指 正 ， 


译 者 一 九 八 三 年 十 二 月 十 六 日 于 北京 


作者 序言 


现在 大 家 所 熟悉 的 变 分 不 等 式 起 源 于 Guido Stampac- 
chia 的 一 篇 论文 以 及 稍 后 由 他 与 Jacques-Louis Lions 合作 
的 另 一 篇 论文 , 这 两 篇 论文 发 表 于 六 十 年 代 中 期 ， 

从 那 以 后 ， 无 论 在 理论 的 深入 方面 以 及 在 应 用 范围 的 扩 
大 方面 ,都 有 了 很 大 的 发 展 . 

这 本 书 是 1971 年 在 意大利 为 OME 举办 的 讲座 而 撰写 
的 。 其 主要 目的 是 为 了 阐述 变 分 不 等 式 理论 的 某 些 方面 , E 
要 包括 解 的 存在 性 和 近似 算法 ， 在 这 次 译 成 中 文 的 时 候 ， 对 
原 有 的 内 容 没有 作 什么 改动 ， 如 果 某 些 章节 作 些 修改 可 能 更 
好 , 特别 是 从 那 时 以 来 , 在 数值 解 主要 发 展 方向 上 受到 了 正在 
兴起 的 有 限 元 方法 的 强烈 影响 . 

我 要 深切 地 感谢 中 国 同行 们 ， 他 们 以 极 大 的 耐心 和 友谊 
为 这 本 书 的 翻译 付出 了 辛勤 的 劳动 ， 

我 也 要 向 汉 康 教授 表示 我 最 诚挚 的 感情 ， 几 年 以 前 ， 我 
曾 在 意大利 荣幸 地 见 到 了 他 ， 我 现在 仍然 能 回忆 起 在 罗马 他 
和 黄 鸿 慈 教授 在 我 家 作客 时 的 愉快 情景 ， 那 时 候 我 的 妻子 
Giuliana 还 和 我 们 在 一 起 ， 她 对 中 国 朋友 以 及 他 们 所 代表 的 
中 国文 化 表示 的 强烈 兴趣 和 感情 仍然 感染 着 我 并 使 我 深信 在 
我 们 两 国文 化 之 问 进行 更 深入 的 了 解 和 富有 成 果 的 交流 所 具 
有 的 价值 . 


U. Mosco 
1982 4Æ 6 H 30 日 于 罗马 
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第 一 À 


极 小 问题 和 变 分 不 等 式 ， 
GE BAMA M 


本 章 是 一 个 导 引 ， 其 目的 在 于 展示 变 分 不 等 式 基本 理论 
的 一 些 简 单 的 几何 特性 ， 变 分 不 等 式 在 求 一 个 凸 泛 函 在 凸 集 
上 极 小 化 的 间 题 里 ,也 是 基本 的 . 

这 些 问 题解 的 大 部 分 特征 导致 一 些 涉及 给 定 泛 函 的 微分 
的 不 等 式 ， 这 个 微分 是 从 泛 函 所 定义 的 空间 到 其 对 偶 空 间 的 
一 个 单调 映射 。 对 于 函数 空间 中 的 极 小 问题 而 言 ， 这 些 不 等 
式 应 被 看 成 为 变 分 学 中 Euler 条 件 在 解 的 单 边 约束 下 的 类 似 
BA. 

变 分 不 等 式 方法 在 于 直接 处 理 这 样 的 不 等 式 ， 而 不 预先 
假定 所 涉及 的 单调 算 子 是 一 个 凸 泛 函 的 微分 。 此 外 ,即使 在 
这 种 特殊 的 情况 下 , Euler 方程 那样 , 它们 常常 被 用 来 考察 
原来 极 小 问题 的 性 质 , 例如 正则 性 , 即 解 的 光滑 性 , 而 且 它们 
也 出 现在 不 同 于 直接 Ritz 解法 的 各 种 近似 解法 里 . 

因此 , 单调 不 等 式 具 有 凸 优化 的 某 些 基本 特征 , 这 件 事 是 
很 有 兴趣 的 , 在 我 们 的 讲义 里 将 要 讨论 到 这 种 单调 不 等 式 ， 

让 我 们 来 回忆 一 下 凸 性 的 某 些 基本 方面 
”首先 , 任何 一 个 局 部 极 小 实际 上 是 总 体 极 小 . 这 个 性 质 
的 好 处 是 显然 的 例如， 只 要 求 对 泛 函 和 约束 作 “ 局 部 ”的 研 
究 , 这 意味 着 在 用 计算 机 时 只 需要 存 贮 较 少 的 信息 

le 


把 一 个 无 限 维 极 小 问题 建立 在 一 个 凸 框架 中 (如 果 可 能 
的 话 ) 的 另 一 个 动机 ,是 这 样 可 以 提供 一 个 “好 “的 拓扑 .事实 
上 ， 众 所 周知 在 足够 弱 的 拓扑 下 凸 泛 函 会 保持 它们 的 半 连 续 
性 (semicontinuity), 这 里 所 说 的 足够 弱 是 指 ; 在 合理 的 有 界 
性 假设 下 ,在 适当 的 函数 空间 里 约束 集 是 紧 致 集 ,上 述 有 界 性 
假设 在 所 研究 的 问题 里 多 数 是 固有 的 ， 因 而 极 小 什 的 存在 是 
Weierstrass 定理 的 一 个 直接 结果 ， 

西 性 的 另 一 个 特点 是 某 种 线性 化 总 是 可 能 的 ， 从 另 一 方 
HK, 这 是 存在 好 的 拓扑 的 根本 原因 正 像 后 面 我 们 将 要 
看 到 的 ,在 无 限 维 变 分 不 等 式 的 存在 性 理论 中 ,问题 的 线性 化 
是 基本 的 工具 . 

在 本 章 我 们 将 要 讨论 的 凸 极 小 问题 的 等 价 形式 ， 可 以 暂 
时 命名 如 下 : 

I 直接 形式 

I HERBER 

JII 线性 化 形式 

IV 不 动 点 和 迭代 的 不 动 点 形式 

V ”上 图 形式 

应 当 提 到 的 进一步 方法 是 

VI 对 偶 性 和 极 小 极 大 方法 

VIL 补偿 化 和 正则 化 方法 

也 许 我 们 还 应 当 说 ， 这 些 解法 中 的 许多 方法 经 常 是 同时 
被 采用 , 并 且 可 以 以 各 种 形式 与 有 限 维 的 近似 解法 结合 起 来 ， 
在 随后 的 章节 里 我 们 将 要 讲 到 这 些 近 似 方法 ， 

在 下 面 的 $1~§ 5 里 我 们 首先 直观 地 概述 I~V, 而 把 它 
妇 等 价 性 的 严格 证 明 推迟 到 后 面 几 节 ， 在 那里 我 们 还 将 讨论 
单调 变 分 不 等 式 的 进一步 性 质 ， 关 于 对 倡 性 理论 的 详细 叙述 


’ B8 


我 们 将 放 在 第 三 章 8 TH, Wee bk VI 和 VIT 里 提 到 的 其 

他 课题 (尽管 它们 是 重要 的 ), 在 本 书 里 将 不 予 涉及 . 

| 我 们 要 指出 ， 在 J. L. Lions[1] 里 可 以 找到 关于 变 分 不 
等 式 的 基于 补偿 化 和 正则 化 策略 的 方法 的 详细 讨论 ， 而 对 偶 

性 和 极 小 极 大 方法 的 叙述 可 以 在 J.L.Lions,R.Glowinski 和 

R. Tremolieres[1] 中 找到 ， 


Sl 直接 形式 


FRE n EKREN EH FRE E, 使 一 个 实 
值 串 函数 五 极 小 化 的 问题 , 即 问题 
I uEK, F(u)<F(v) 对 所 有 ee K, 

如 果 对 于 空间 的 任何 一 个 固定 的 向 量 w 我 们 引进 五 在 
K bk L(x) (可 能 为 空 集 ) 

L(v)={weK, Flw) <F(v)} 
则 工 可 以 等 价 地 写成 为 
uE [] LO). 

附注 1 HAINE 
fk &% 的 集合 是 凸 的 ， 因 为 对 
FT v, LO) Es. fA 
3¢ F JL FB ESE (lower 
semicontinuous) fy) H K Æ 
BR, WNAE u ARS 
是 闭 的 ， 因 为 此 时 工 (o) 也 是 闭 的 . ] | 

注意 在 整个 这 一 章 里 ,我 们 均 不 考虑 解 的 存在 性 问题 。 换 
名 话说, 我 们 假定 解 存在 , 而 仅仅 根据 之 和 E 来 考察 解 和 和解 
的 集合 的 性 质 ， 


x 


§2 5 形式 


现在 假定 也 在 E 上 是 可 微 的 , 令 
VF(») = 2, e, ar ) 
E F E E" A A o= (os, +, On) 处 的 梯度 ， 
VF, EE" 
而 且 (VI(w)\w) = BS oa, w= (ws, +, un). 

附注 2 VF@) BE: ABP 最 大 增加 方向 的 一 个 向 
E. AFF EON, 因此 了 的 水 平 集 也 是 凸 的 , 在 任何 点 
指向 同一 个 由 YF(z) 定向 的 半空 间 的 所 有 方向 ww 一 ”都 是 使 
F 增加 ( 即 非 减 少 ) 的 方向 , 即 所 有 使 

(YF(2) |w—z) >0 
的 向 量 . 我们 将 称 它们 为 z HHA. I 
对 于 如 中 任何 一 个 固定 的 %, 现在 引进 集合 
M(v)={:EK, (VF |v—2) >0}, 
CEK 中 所 有 这 样 的 z 的 
集合 ， 由 z 来 看 4 位 于 其 前 
方 . 

BR, ~iu u F 
在 天 上 达到 极 小 , 当 且 仅 当 
从 全 看 玉 中 所 有 的 向 量 " 都 
是 在 前 方 , 即 工 等 价 于 结论 

uE 人 M), 


REX VE EE Ti 1 & OY FH 


4: 


Vi 


It uCK, (VF(u)|v—u) 0 对 所 有 CE K, 

附注 8 车 以 属于 下 的 内 部 , 则 荆 等 价 于 

wEK, (VF(u)|w)=0 HMA wed, 

它 是 下 述 方程 的 弱 形 | 
式 

VF(u) =0, 

[事实 上 , MR u 
Eint 五 , 则 对 于 所 有 
充分 小 的 p<0, 向 量 
v-utpwu RFK, 
TARE w ES TE BH 
么 向 量 ; 因此 ,我 们 可 
以 把 这 样 的 ?代入 不 
SA IL 188] Lo(VF(u)|w)>0, 由 于 p>0， 所 以 (VF) | 
w)=0,) J 


$3 线性 化 形式 


I 和 工 两 者 均 可 以 看 作为 包 的 无 限 非 线性 不 等 式 组 ， 然 
而 , 正如 下 面 将 会 看 到 的 , 我 们 可 以 用 线性 不 等 式 组 来 刻 划 工 
Al IL AJ w, 

对 于 空间 前 任 一 给 定点 多 引入 如 下 一 个 集合 是 方便 的 ， 

N(v)={weK, (VF(v)|(v—w)>0} 

它 是 所 有 位 于 % 的 后 方 的 那些 w HRA. 

注意 ， 这 几 的 后 方 不 一 定 表示 不 增加 的 方向 ; CRE 
表示 方向 ww 一 2 指向 YF(V) 的 相反 半空 间 . 

显然 ,，% 使 了 在 玉 上 达到 极 小 ， 当 且 仅 当 对 中 所 有 

° 5; 


Roma, u 均 位 于 后 方 , 即 
ue NA). 
Ait, 问题 工 等 价 于 
UT weEK, (VF(v)lo-u)>0 对 所 有 2EK, 
它 的 确 是 的 线性 不 等 
FORT AH, 
附注 4 我 们 不 能 
直接 看 出 问题 I HA 
有 和 解 的 集合 是 凸 的 ， 然 
而 对 于 上 述 问 题 II 而 
言 ， 这 个 性 质 是 显 而 易 
见 的 , 正 像 对 于 直接 极 小 问题 工 那样 ,即使 用 任何 由 E 到 其 
自身 的 映射 4 来 代替 YF 也 是 如 此 . 


$4 不 动 点 形式 


令 入 是 下 中 一 个 向 量 , CHP EK 上 达到 极 小 ， 并 假 
定 YF(w) 天 0， 如 果 我 们 由 向 后 移动 到 某 个 向 量 
u—pVF(u), p>0, 
则 我 们 便 沿 着 正 交 于 支撑 超 平 面 的 方向 离开 了 凸 集 太 ， 
[向 量 w 一 pVZ(w) RAAT EK, AW, 否则 , BAP 
在 4 点 达到 其 在 五 上 的 极 小 相 了 矛盾 .】 
因此 , 如 果 我 们 把 向 量 v 一 PVR U) 投影 到 KE, WUE 
到 了 我 们 的 出 发 点 ww MA 
IV u=Pr(u—pVF(u)), p>0, 
其 中 Pr 表示 到 K 上 的 最 小 距离 投影 . RUT we TER 
射 的 不 动 点 ， ， 


Px(l—-oVF) p>0, 

IZR Ee 上 的 恒 等 映射 注意 , 如 果 VF (u) =0, WIV 简化 
A u= Pru, 是 wEK 的 平凡 结果 ， 

现在 假设 必 是 映射 Px《I 一 pV 了) 的 不 动 点 , 我 们 来 证 明 
uh i FEK 上 的 极 小 点 . 

让 我 们 分 两 种 情况 证 明之 . 
第 一 : ._ u-pVF(u) EK 
则 u=Pr(u—pF(u))=u—pVF(u) 
因此 VF (u) =0 
REARS utt F 达到 了 极 小 . 
第 二 ， u-pVFuUEK, AXE VF(u)#0, 
D u—oVF(u) 在 太 上 的 投影 无疑 将 位 于 到 的 边界 上 在 
u REET VP) 的 超 平 面 将 是 凸 集 民 的 支撑 超 平面 ， 到 
将 全 部 包含 在 点 的 前 方 半空 间 里 ， 这 有 即 是 % 使 了 在 上 
达到 极 小 . 

附注 5 不 动 点 形式 IV 暗示 了 一 个 寻求 极 小 点 的 迭 
REE, 即 
IV, ing = Px (Un— pV F (un)) p>0, 


um Peu VF(u)) 


~ 
SNe VR) 
~ 


只 要 映射 Pz(I—pVF) 

在 区 上 是 一 个 压缩 映射 ,可 以 预料 , M IV, 将 得 到 近似 wm 的 
一 个 收敛 序列 ， 在 优化 理论 里 ,算法 IV。 作为 一 个 “投影 梯度 
法 ”是 众所周知 的 ， 在 第 二 章 里 我 们 还 将 回 到 这 个 问题 上 ，】 


§5 上 图 形式 


BSAC ARMOR u WSR ME HY BOR PF BA 
微 的 . 但 是 , 即使 了 不 可 微 , 借 助 于 一 个 不 等 式 组 来 给 出 入 的 
特征 也 是 可 能 的 ， 这 涉及 到 F 的 上 图 (epigraph)， 即 积 空间 
E xR WFR 

epiF={[v, 8]; F(v)<B} 
EXE, > K HopiF 与 空间 E xR HRA’ CXR 
交集 , HD 
及 一 {[w 8]: vEK, F(x) <A. 
BM, uF EK 上 达到 极 小 , 当 且 仅 当 [fw F(u)] 使 函数 
Sv, 81) =£ . 
EDAK 上 达到 极 小 ， 注意， 区 的 水 平 集 是 E xR 的 半空 
E: {Lw, 7l:7<B8}, BER, 
« Be 


R 


; R=epiFNA(KXR) 


| 
| 
. { K | E” 

Æ E xR=B E, MER D BRETA, F HEBE 
不 变 ,对 于 所 有 Lo, yICE XR, BA 

VO(Lv, yi) = [0, 1] 

即 VG=0xt 

因此 , u— lu, FIRE O ERE 上 达到 极 小 , M 
且 仅 当世 是 下 述 不 等 式 组 的 一 个 解 时 
V uck (VE) l-i wea TERK, 

我 们 原来 的 极 小 问题 工 与 上 述 问题 V 的 等 价 性 还 可 以 
通过 直接 计算 来 验证 (人 参看 8 9). 


§6 赋 范 空间 中 的 极 小 问题 


本 节 我 们 将 在 无 限 维 赋 范 空间 框架 下 ， 证 明 88~85 中 
的 问题 [~ 的 等 价 性 . 
BX 为 一 个 实 赋 范 空间 , XH KX 的 对 偶 空间 , 0, v) 
Avex fiv" EX" HN ER. 设 
F, X>R 


为 一 凸 泛 函 ,我们 假定 它 是 (Gateaux) 可 微 的 , 其 微分 
DF, X—X* 


ELY (DFC), w) = P(o+tu) WET 


我 人 有 以 下 命题 - 
命题 1 设 也 是 他 上 的 一 可 微 吓 泛 函 , KÆ X H 
FR UFAA I IR III 等 价 


I uCK F(u)<F(v) vEK 
IT VE 天  (DF(u),v—-u)>0 veK 
II uCK (DF(v),v-u)>0 vEK 


ATA u RAE CAREW), SK 闭 ， 则 解 
证 明 
I=, RNA DF 的 定义 ,事实 上 , Bon utt PEK 
上 取 极 小 , 则 对 每 一 v2€ 尺 , 4€ [0, 3)，3>0 上 实 函数 
t—>F(utt(v—w)) 
在 t=0 处 取 极 小 , 因而 有 


(1) 0< -全 F(ut+t@o—u))| = (DE), ow) 


(注意 ; 这 里 没有 用 到 F 的 凸 性 , 甚至 没有 用 到 Fuk 
到 整体 极 小 ， 上 述 证 明 实 际 上 表明 了 对 任意 可 微 泛 函 卫 在 
UE KR 有 局 部 极 小 , IT 是 必要 的 条 件 ). 

ISI SEARO F PREAH RE 
(2) F(v)>F(u)+(DF(u), v~u) wv, EX 

(以 上 不 等 式 可 以 证 明 如 下 ; Hé F (utto) 的 凸 性 ,出 
现在 DF 定义 中 的 导数 是 t DB OM FPR AY SE RS BR 
限 ， 因 此 ,对 所 有 zt>0 AA u, wEX # 


. j0 à 


F(uttw) F(u) St(DF (u), w), 

Wt=1 和 w=20 一 w 给 出 上 述 (2)). 

DST, 这 是 DF 的 下 述 基 本 性 质 的 推论 
(3) (DF(u)—DF(v),u—v)>0 u, vEX 
RDF, X> X" LST, 

(DADNT EH. WA Kat uv Ao 利用 不 
等 式 (2) ,再 交换 o u, 然后 把 得 到 的 两 个 不 等 式 相 加 )。 

IIS Il, 这 是 


i> Put tu) u, wE X 


t—(DF(u+tw), w) u, wEX 
的 连续 性 的 推论 ， 此 连续 性 是 实 轴 上 可 微 吓 函数 熟知 的 基本 
事实 上 ,我 们 可 以 用 向 量 
ut+i(o—u) 
(对 所 有 OSSI Mh AP KRE I 中 的 向 量 0, 得 到 
(DF(u+t(v—u)), v—u) >0 
由 (DF(u+tw), w) ZE Ot WHEAT, Bet) 0 时 的 极限 得 到 
II, J | 
附注 6 MERGE, LEA PRA FEREKA 
EE Mig ovu, ve K aia ee, 而 在 下 述 命题 1 的 推 
论 中 , 则 要 求 了 了 在 的 可 微 性 , J 
命题 1 的 推论 : 在 命题 1 的 假设 下 , 属于 下 内 部 的 向 量 
uE FEK 上 取 极 小 的 充 要 条 件 是 : 4% 是 下 述 问 题 的 解 
(DF(u), w)=0 对 所 有 wEX， 
证 明 见 82 附 注 8. ] 
eile 


命题 1 的 证 明 所 依据 的 DP ABS MER (2) 5 (8) AT 
凸 函数 的 微分 的 特征 ， 

事实 上 我 们 有 下 述 引 理 ( 也 见 第 三 章 附 注 11). 

引 理 1 设 五 是 卫 上 的 可 微 函 数 ，DF， XX", WT 
BG, WREDE 
(i) FREY 
(ii) F(v)>F(u)+(DF(u),v-u) u, vex 
(iii) DF 是 单调 的 , 即 

(DF(u)—DF(v),u—-v)>0 u, vEX, 

证 明 在 命题 工 的 证 明 中 已 证 了 (D G)> Gi). 

Gil) => Gi) 的 证 明 是 根据 公式 

F(v)—F(u)=(DF(u+t(v—u)), v—u) 0<t<1 
上 式 是 将 

-Z P(u+t(v—u)) = (DF (u+t(v—1u)), v—u) 


对 由 0 至 1 积分 ， 然 后 用 中 值 定理 而 得 到 的 ， 由 DF 的 单 
调 性 ， 
(DF (u+t(v—u))—DF (u), E(v—u))>0, 
我 们 得 到 
F(v)—F(u) =(DF(u), v~u) 
+ (DF (u+t(w—u)) -DF (u), v—u) 
> (DF(u), v—u), 


Gi). & 
u=ti+ (L—A) oo, vi, EX, 0<A<1 
由 (ii) Po) >F (u) + DFU), vi—w) 


F(u)>F(u)+(DF(u), v—u) 
以 和 乘 第 一 个 不 等 式 , La) RB, 然后 相 加 得 
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MF (01) + (1-0 F (ta) SF (u) 
这 就 是 凸 性 不 等 式 . J 


$7 单调 算 子 和 变 分 不 等 式 ; 线性 化 引 理 


像 命 题 1 中 工 这 类 问题 , 称 为 变 分 不 等 式 , 即 
I uCK, (Au, v—-u)>0 WEK, 
其 中 五 为 赋 范 空间 X 的 凸 子 集 , 4 KEI 内 的 映射 ， 

正如 我 们 在 引言 中 及 迄今 为 止 的 讨论 中 所 表明 的 那样 ， 
含有 单调 映射 的 变 分 不 等 式 自然 地 同 凸 约束 下 的 凸 泛 函 的 极 
小 化 问题 相关 联 ,而 且 两 者 确实 具有 很 多 相同 的 重要 人 性质 , 即 
使 当 映 射 4 不 是 吓 泛 函 的 微 商 时 也 是 如 此 ， 

Bin, 无论 4 是 什么 样 的 映射 ， 问题 五 的 任何 局 部 解 ， 
即 向 量 wE ,使 得 对 茶 个 5>>0, 满足 | 

(Au, v—u)>0 Woe Ky, 

其 中 K,=KfN{v:fv—ul<8}, 
实际 上 蚌 王 的 整体 解 ，[ 在 上 述 不 等 式 中 ， 用 向 量 w+elw 
一 ww) 代替 向 量 v 即 可 得 证 ， 而 对 足够 小 的 8>0, u+e(v—u) 
BY Ky, J 

此 外 ， 包 含 具 有 某 些 轻微 连续 性 的 任何 单调 映射 的 变 分 
不 等 式 的 解 , 像 凸 极 小 问题 的 解 一 样 , 仍 可 以 用 无 限 个 线性 不 

事实 上 , 假如 我 们 检查 一 下 命题 1 中 工人 II 等 价 性 的 证 
明 ， 我 们 注意 仅 用 到 映射 ADP 的 下 述 性 质 (也 是 附注 6)， 
也 就 是 

A, X> X" 

是 单调 的 , 即 (Au- Av, u—-v)>0 u, vex 
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各 半 连 续 的 (homicontinuoug), BI 
t> (A(utiw), w) 在 0+ 是 连续 的 , u, wEX, 

因此 ,我 们 可 以 叙述 以 下 基本 引 理 , 此 引 理 基本 上 应 归于 
G. J. Minty[1] (也 可 参阅 F. E. Browder[8]), 

线性 化 引 理 w A 是 赋 范 空间 X 到 它 的 对 侦 空 间 三 
的 单调 、 半 连续 映射 ， 则 对 AER ERK, TREA Il 
和 ILL 等 价 ， 
Il uwEK (Au, v—-u)>0 vEK 
III uCK (Av,v—-u)>0 vEK 

推论 上 述 问 题 M 的 所 有 解 尺 的 集合 是 凸 的 ,车 
K 闭 , 则 解 集 也 是 闭 的 ， 

或 许 问题 I “线性 化 ”最 重要 的 推论 是 与 不 等 式 I 相反， 
不 等 式 IH 在 立 的 绊 拓 扑 意义 下 对 忌 的 极限 是 稳定 的 ， 而 前 
者 仅 当 4 有 某 些 列 紧 性 时 才 可 以 对 尽 取 弱 极限 , 在 第 三 章 中 
将 给 出 等 价 的 线性 化 问题 III 的 这 一 性 质 的 实质 性 的 应 用 ， 
那 时 我 们 将 处 理 诸如 II 的 变 分 不 等 式 解 的 存在 性 和 稳定 性 , 

MET 若 解 入 是 下 的 内 点 , 例如 若 K=X, NII hw 

uEK (Au, w)=0 YweXx 

这 是 方程 Au=0 
的 弱 形 式 (参看 命题 了 的 推论 ). 

然而 , 甚至 在 这 种 情况 , 线性 化 引 理 也 是 有 意义 的 , 因为 
它 说 明了 这 一 ( 非 线 性 ) 方 程 与 解 % 满 足 的 线性 不 等 式 组 

(Av, v—u)>0 VueX 

的 等 价 人 性 . J 

附注 8 H T. Kato[1] 得 到 的 一 个 有 兴趣 的 结果 证 实 ， 
在 Banach 空间 X 的 一 凸 开 区 域 上 的 单调 半 连 续 (hemicon- 
tinuily) 映射 总 是 半 连 续 (demicontinuous) 的 ， 即 从 X 的 强 
。14 。 


拓扑 到 X BITES SRB ADF, FE 
可 微 凸 泛 函 , 那 末 对 这 一 性 质 可 能 是 不 会 感到 很 惊奇 的 )， 然 
而 ， 我 们 要 说 明 的 是 ， 等 价 性 ISN 实际 上 要 求 的 仅 是 在 
集合 不 上 而 不 是 在 整个 对 上 4 的 单调 性 和 半 连 续 性 
(hemicontinuity) ,一 般 地 讲 在 凸 子 集 EK 上 hemicontinuity 
是 比 demicontinuity 弱 的 性 质 . 关于 单调 算 子 的 有 界 性 也 可 
HF. E. Browdor[3] #1 R. T. Rockafellar[4], J 
附注 9 假如 4=DF, FE X EWA, MX 
X 中 向量 的 任意 有 限 集合 
Vo, Ui, **', Un 
我 们 有 F (v) >F (vo) + (DF (to), v1— vo) 
F (v2) >F (v1) + (DF (01), va— ex) 
F (un) >F (vs 1) + CDF (ons), Un— Una) 
F(t) =F (Up) + (DF (Un), Vo— Un) 
( 见 86，(2)) ,将 所 有 这 些 不 等 式 相 加 得 
0> (DF (to), 人 一 00) 十 (及 1 va—04) +e 
+ (DF (vus), Un — Vo) -1 (DF (un), Vo — Us) 
因此 ,映射 A= DI 不 仅 满足 单调 性 条 件 , 而 且 也 满足 整 
个 “循环 ”不等式 族 , 其 中 每 一 个 对 应 于 A 的 有 限 子 集 : 映射 
DF ÆRE. IEW Rockafellar 所 指出 的 , 这 一 性 质 是 
刻 划 单 调 了 映射 ( 它 是 凸 泛 函 的 微 商 ) 的 基本 性 质 ( 见 R. T. 
Rockafellar[11), 


§8 变 分 不 等 式 和 不 动 点 


我 们 现在 回 过 来 讨论 变 分 不 等 式 和 不 动 所 之 问 的 关系 ， 
。15 。 


虽然 将 一 般 的 变 分 不 等 式 化 成 不 动 点 的 提 法 可 以 在 任何 一 个 
光滑 的 赋 范 Banach 空间 中 实现 ( 见 下 面 附注 18), 为 简单 起 
见 ,我 们 仍 假定 我 们 的 问题 是 在 Hilbert 空间 中 讨论 的 ， 
我 们 将 使 用 以 下 两 个 工具 , 它们 依赖 于 给 定 的 了 ilbert 空 
间 六 的 指定 的 内 积 ,而 不 仅仅 依赖 于 由 它 诱导 的 拓扑 . 
(i) VV" EME Riesz Ay J. 
(li) ÆRE K 上 Riesz 投影 Pz 的 弱 特 征 ， 
Riesz 同 构 J; 
#3 V 为 ( 实 ) Hilbert Sih], VV 为 它 的 对 偶 ，(w*, 2) 为 
EV MCV 所 成 的 对 侦 积 ,(w12) AV PHAR, W 
J, V >y* 
为 由 恒等式 (Ju, v)=(ulv) u, veV 
定义 的 映射 BRAY JE V SV" LACS) a, 
我 们 可 以 用 J 的 道 
J V*oV 
(o*, = (Jalo) vEV, "er", 
通过 映射 A=TJTA, VV 
(lu, v)=(aulv) u, vEV 
来 表示 任意 给 定 的 映射 
A, VoYV"*, 
附注 10 #A=-DF, FEV LWA RA, M 
A= JA 是 也 的 梯度 VF. 
(DF(u), v)=(VF(u)|v) u, vEV J 
Riesz 投影 Px, 
EK EV ELTE, BCV, WaR 
u= Pr 
由 极 小 问题 


. 15 o 


uCK, ju—-z|<jo—z] Voe Kk 
的 唯一 解 (假如 它 存 在 的 话 ) 来 定义 ,其 中 l= wlw”, 
下 面 结 果 是 众所周知 并 且 可 用 秋 中 的 平行 四 边 形 公式 初 
等 地 证 明 . 倘若 五 是 闭 的 , WV PERM eK ED 
有 投影 u= Pre, 
下 面 结果 也 是 显然 的 ,向量 双 是 上 述 极 小 问题 的 解 , 当 且 
仅 当 久 是 问题 


UEK, glu? < 3l] wex 


的 解 ， 

引 理 2% WK Æ Hilbert ZH V WTS, 则 给 定 2ET,， 
我 们 有 

u= Pre, 

当 且 仅 当 uCK (u—-zlv-u)>0 WERK, 

证 明 2% 

Pa) =F [0-2]? = £@-z| 0-2) 

在 六 上 是 可 微 的 ,有 
DF (u) = (u—2) 
(B VF =I—z, I=V EN ta Sen) 

因此 ， 

(DF (u), v—u) = (J (u—z), v—u) = (u—z|v—u). 
引 理 作为 命题 1 等 价 人 性 I 人 工 的 特殊 情况 而 得 到 . 

Pr 的 弱 找 述 形 式 对 于 证 明 Px 不 使 距离 增加 是 有 用 的 ， 
这 个 性 质 以 后 将 会 用 到 . 

引 理 2 的 推论 。 Pz 是非 扩张 的 , 即 

|Przi— Przal < laz, a, CV. 
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证 明 ”让 我 们 写 册 
w= Pra 和 w= Pre 
的 弱 描 述 形 式 , BY 
(u—-nlv—-w)>0 VocK 
(Us—tl0—w)>0 WEK 
RER — A RES EX v= te, AAR ER P 0 = a, 相 加 得 
(thy — 24 — Ug +29 | Ua — tty) 0 
即 (ua — Ua | Ur — Ua) S (21 — Za | ta — Ua) 
用 Schwarz 不 等 式 , 即 得 
jw- Ual|<lzs—zall J 
现在 我 们 已 作 好 了 准备 来 证 明 8 4 中 概略 地 叙述 过 的 变 
分 不 等 式 的 不 动 点 描述 . 
命题 2 iw K Æ Hilbert 空间 斑 中 的 凸 集 ， 4 是 开 到 
VV 内 的 映射 , 则 以 下 ILA IV 是 等 价 的 : 
Il uCEK, (Au, v—-u)>0 WEK 
IV u=Pxll—-pJ Alu, p>0 
其 中 是 六 上 的 恒 等 映 射 , JE V'al V tH Ay, 
MEIL BR =J, IT A IV 可 以 分 曾 写 作 
uCK, (aulv—-u)>0 WEK 
fl u=Pr(I— p )u, p>0 ] 
命题 2 的 证 明 ”这 只 要 写 出 
w= Prz, 2=u—pJ Au 
的 弱 描 述 形式 就 够 了 ， 事 实 上 , 我 们 有 
u€K, (u—(u—pJ tAu)|v-u)>0 Woe K 
因为 p>>0, 就 有 
uCEK, (J'lAulu-u)>0 WEK 
其 中 _ (J t*Au|o—u) = (Au, v—u) J 
。18 。 


附注 12 问题 二 的 不 动 点 描述 IV 不 是 本 质 性 的 : 假如 
我 们 将 六 的 一 种 内 积 改 变 成 男 一 种 等 价 的 内 积 ， 则 六 的 对 
18 V*, Ait 4 和 问题 工 都 是 不 变 的 , 而 Pr A IA 
改变 . 内 积 的 选择 还 将 影响 使 映射 Px(I 一 py ) 成 为 中 的 
压缩 映射 的 p 值 的 范围 ( 见 附注 5). 
在 下 一 章 中 我 们 还 会 讨论 这 个 问题 ， 那 时 我 们 将 讨论 问 
题 开 的 迭代 解法 . J 
附注 18 Riesz 投影 Pr 的 弱 描 述 形式 , 因而 上 述 命题 2 
在 任意 Banach 空间 X 中 都 成 立 , 它 的 模 是 Gateaux 可 微 的 
(从 原点 向 外 ). 在 这 种 情况 下 我 们 可 以 取 了 WX WER 
偶 映 射 , 即 
J =Dp(|-!) 
Ho oi BE a Em a Be (TF BRANT ER Cr) = 
二 让)， 关 于 对 侦 映 射 的 更 详细 的 讨论 见 A. Bourling-A. E. 
Livingstone[1], F. E. Browder[4], [7], E. Asplund[t], 1 
附注 1 ”命题 2 表明 变 分 不 等 式 总 可 以 化 为 不 动 点 问 
题 ， 然 而 反 过 来 也 是 可 能 的 ， 确 实 ,一 个 向 量 %% 是 映射 
U, K>K 
的 不 动 点 , 当 且 仅 当 入 是 变 分 不 等 式 
uCK (œaulv-u)>0 VvEK 
的 解 , 其 中 A=I-U, 
事实 上 , 将 "一 Zu 代入 上 述 不 等 式 中 ,得 
—|u—Uul?>0, Bl Uu=u, 
我 们 还 要 指出 ,假如 品 是 玉 到 六 的 映射 使 得 对 任意 
wuE 信 ,存在 一 向 量 2€ 尺 ,有 
Uu—u=A(r—u), ADO 
e 19e 


划 可 以 得 到 同样 的 结论 . 

这 种 所 谓 内 向 映射 的 不 动 点 以 及 外 向 映射 (在 上 述 条 件 

中 和 <0) 的 不 动 点 已 被 
| F.E. Browder[11], [14] 
LU 用 变 分 不 等 式 的 方法 研究 
it. 1 

BE 15 命题 2 实质 
ERTH. Brezis[2] 4, 

然而 应 该 指出 ， 对 
Hilbert 空间 中 的 双 线 性 型 , 变 分 不 等 式 和 不 动 点 之 间 的 联系 
在 G. Stampacchia [1] 和 J. L. Lions-G. Stampacchia[1] Œ 
先 的 理论 中 已 出 现 ， 这 些 作 者 得 到 存在 性 结果 事实 上 是 基于 
迭代 法 和 将 问题 化 为 适当 的 压缩 映射 的 不 动 点 问题 ， 在 下 一 
章 中 我 们 将 更 详细 地 处 理 这 种 情况 ,，] 


$9 不 可 微 泛 函 的 极 小 化 和 混合 变 分 不 等 式 


让 我 们 回 到 赋 范 空间 XPT RE bee FAR 
小 问题 , 现在 去 掉 8 6 中卫 可 微 的 假定 ， 确 实 , 正如 我 们 以 后 
将 要 看 到 的 ,很 多 应 用 中 产生 的 变 分 问题 导致 泛 函 的 极 小 , 此 
泛 函 是 以 可 微 的 了 及 不 可 微 的 G 之 和 的 形式 出 现 的 . 
在 允许 泛 函 G 取 十 o ERY, 可 以 假定 约束 集 的 指示 
BS pg 已 经 预先 合并 到 泛 函 的 不 可 微 部 分 中 去 了 . 
让 我 们 回想 一 下 pz BTR X ER 
px(v) =0 VEK 
一 十 co vK 
BR, P+ 在 圣 上 的 极 小 化 与 +G 在 X ATE 
。20 。 


K=domG={v:G(v) <+co} 

上 的 极 小 化 是 同一 回 事 (dom G fu GX —(—00, +00) 
的 有 效 区 域 ). 

8 6 的 命题 1 可 以 推广 如 下 ; 

命题 3 RF, 了 一 是 一 可 微 凸 泛 函 , G, X>(-—, 
十 co] BMH, G+, MLE T A IT 等 价 
I uCX, F(u)+G(u)<F(v)+G(v) VEX 
W we X, (DF(u),v—-u)>G(u)—G(v) WELZ, 

W (H M. Sibony[1]) ET RE, H X 的 每 个 和 
MA t, O<t<1, RNA | 

Fu) +@4(u) <F(u+t(v—u))+Q(u+1(v—u)) 
<F(u+t(v—u))+(1—-1)G{u) +4G(v), 
这 里 用 到 G# 的 凸 性 ， 因 Futo, 以 上 不 等 式 化 为 
LILF(u+i(v—u)) —-F(u)]>G(u) —4 (2) 

由 于 五 的 可 微 性 , 当 ty O 时 得 到 Il’, 

为 了 证 明 ISI, 只 需 用 以 下 不 等 式 

F(v)>F(u)+(DF(u), v—u) vEX, 

些 不 等 式 是 书目 性 的 推论 . 了 

附注 16 正如 上 述 证 明 记 表明 的 , tE F+ 取 极 小 的 向 
Bu BE EAS IT, 即使 可 微 泛 函 了 不 是 凸 的 . J 

考察 上 述 不 等 式 I 的 另 一 个 途径 是 把 它 当 作 极 小 问题 
直接 形式 和 弱 形 式 的 统一 . 

事实 上 , 当 了 二 0, I 显然 化 为 问题 

uEX, GU EA) VrEX 
另 一 方面 ， 容 易 证 明 当 G 取 和 集合 K 的 指示 函数 时 ，IT 等 价 
于 变 分 不 等 式 
uCK, (DF(u),v-u)>0 WEEK., 
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类 似 地 ,我 们 可 以 用 引入 以 下 形式 的 不 等 式 
TI” uEX, (Au, v—-u)>F(u)—F(v), WwEX 
其 中 A, XX", F, X(—co, 十 co], 来 推广 前 面 所 讨论 
的 直接 极 小 问题 和 变 分 不 等 式 ， 

然而 ， 结 果 是 这 样 的 “混合 ” 变 分 不 等 式 仅 仅 表面 上 比 原 
来 的 更 一 般 些 ， 

FXE, 用 $5 中 讨论 的 上 图 形式 ,我 们 可 以 将 上 述 问题 
工 等 价 地 写作 和 以 前 考虑 的 变 分 不 等 式 一 样 的 变 分 不 等 式 ， 
事实 上 , 现在 我 们 考虑 乘积 空间 


X=XxR 
和 不 等 式 : 
II uck, (Aù,5-0)>0 vicek 


Joop ZE Y MEME À°— XX Rw A x 1, HU 
4([w 81) =[A4v, 1] vEX, BER 
及 是 已 的 上 图 
K=opiF={{[v, 8] EXXR, F(v)<B}, 
以 下 引 理 成 立 
引 理 8 设 A, XX", F, X—>(— œ, +00], F#+00, 
则 A 中 的 向 量 w 是 上 述 问题 IT" 的 解 且 了 (Ww) =a, aC R, 当 
HRM X 中 的 向 量 和 = Lu, of] 是 问题 位 的 解 . 
证 明 fu TL" YR, MN BS Po) 有 
0< (Au, v—u) +F(v) —F(u) 
= (Au, v~u) +i. (8—F(u)) 
= (Aù, v—0) 
Jip = Lu, F(u)], č= [v, 8], 因而 位 成 立 ， 
反之 , 若 4=- Lu, 四 是 这 的 解 , 则 a>F(u), HAE 
Ai BSF (v) H o= Lu, 8] GERM FO) = 十 co mf, ID" 的 不 
. 22 o 


等 式 平凡 地 满足 有 
0< (Au, D—U) = (Au, v—-u)+B-a 

Ait, Kou A Bu), REVERB a<8= Fu), 

因此 
a=F(u), 
而 且 对 所 有 8>F (0) 
Ox (Au, v—u)+B—F(u) 

4 B= Fo) Ht, GBS) ui eI", ] 

附注 17 ”车 现在 假定 向 量 名 ~ [w, ol RM ie Ky 
民 与 “ 带 ” 卫 xI 的 交集 民 ' 代 兰 后 的 解 ， 其 中 I= (a, 6], 
a<infF, 


则 仍 可 以 得 出 结论 : % 是 问题 
uEX, (Au, v~u) >F (u)—F (e), VoCX, F(r)<b 

的 解 , Ha=F(u), 

我 们 以 后 将 用 到 这 一 事实 . 

附注 18 对 圭 不 可 微 凸 泛 函 极 小 化 的 一 个 不 同方 法 是 
采用 了 的 次 微分 (Subdifferential)9F 取代 微分 DF 的 作用 . 
我 们 记 住 一 般 说 来 6F Fk X 到 2° AM SAB, PER 
使 对 中 每 个 w 与 了 在 纪 的 所 有 次 梯度 (Subgradionts) u* 的 
集合 (可 能 为 空 集 ) 相 关联 ， 所 谓 次 梯度 必 E "是 指使 得 
vO 十 (wv 一 内 确定 了 卫 在 入 的 一 个 支撑 超 平面 (与 
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不 必 相 切 于 一 点 )。 换 名 话说 ,对 于 每 个 wE X 
OF(u)={u" EX", F(v)>F(u)+(u”, v—u), VoEXY}, 

应 当 注 意 的 是 到 目前 为 止 我 们 所 作出 的 关于 向 量 %= 
DF(U) 的 全 部 描述 , Rieu FAP MRE, 这 个 方法 自 
然 地 导致 到 包含 有 多 值 单 调 映射 的 变 分 不 等 式 ， 这 方面 可 以 
人 参看 卫 . E. Browder[i4], R. T. Rookafellar[6], J 

关于 凸 函数 理论 一 般 性 的 参考 文献 ， 我 们 在 这 里 仅 提 到 
R. T. Rookafellar [7], J. Stoer 和 O. Witzgall [i], J. J. 
Moreau [1], A. Ioffe~V. Tikhomiroy [1]. 

Hilbert 空间 或 Banach 空间 中 算 子 的 单调 性 曾 被 以 下 
作者 研究 过 .'M. M. Vainberg 和 R. I. Kachurovskii[1], R. 
I. Kachurovskii [1][2], E. H. Zarantonello [1], G. J. 
Minty[1], [2], [3], F. E. B. [15] 中 引用 的 F. E. Browder 
RISCH, T. Kato[1], R. T. Rockafellar[3] [4] 等 等 ， 关 于 
理论 方面 的 更 多 的 文献 和 概述 以 及 它 的 应 用 可 以 在 R. I. 
Kachurovskii[3] 和 F. E. Browder 的 上 述 引文 中 找到 ， 

在 下 一 章 中 还 将 给 出 关于 变 分 不 等 式 的 参考 文献 。 
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第 二 à 
某 些 典型 问题 及 存在 定理 


考虑 如 下 的 变 分 不 等 式 
IT uCK, (Au, v—-u)>0 对 所 有 VEE, 
其 中 五 BRS X 的 一 个 西子 集 , 4 是 BX PH 
个 单调 映射 。 其 解 的 存在 性 及 求 逼近 解 的 方法 , 本 质 上 基于 
前 一 章 中 讨论 过 的 问题 开 的 各 种 等 价 表示 形式 ， 

事实 上 ， 建 立 存在 性 及 逼近 理论 的 三 种 主要 思想 可 归纳 
如 下 ; 

Ci) 将 工 归 结 为 一 个 不 动 点 问题 ， 然 后 利用 不 动 点 定 
理 , 诸如 Brouwer 或 者 Schauder 定理 , 或 者 更 加 构造 性 地 可 
利用 压缩 原理 , 后 着 同时 产生 求 逼 近 解 的 一 个 选 代 算法 ; 

Gi) KIT 归结 为 直接 极 小 问题 ( 当 映 射 A 是 某 个 凸 泛 
R 也 的 微分 时 ), 这 样 就 可 应 用 变 分 法 的 经 典 存 在 定理 , RUE 
近 解 可 利用 Ritz 型 的 有 限 维 逼近 及 有 限 维 凸 优化 的 方法 

Gii) Je IT REE X 的 有 限 维 子 空间 中 , 这 时 求解 可 
利用 前 面 的 任何 一 种 方法 ， 然 后 将 问题 线性 化 来 获得 全 空间 
上 的 解 ， 这 一 方法 仍 是 来 源 于 组 合 Ritz-Galerkin 型 的 有 限 
维 离散 和 迭代 算法 或 求解 有 限 维 逼近 问题 的 凸 优化 的 方法 . 

本 章 中 , 按照 人 及 (区 中 所 述 的 线索 , 给 出 一 些 存在 性 及 
逼近 的 结果 ， 而 基于 第 一 章 的 线性 化 引 理 的 更 一 般 的 存在 些 
定理 及 离散 过 程 的 揽 述 将 放 到 下 面 第 三 章 中 讲 ， 
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此 外 ， 至 今 在 抽象 框架 下 讨论 前 所 有 问题 的 实际 背景 ， 
我 们 将 在 下 面 叙述 一 些 极 小 化 问题 和 含有 积分 原 函 数 及 偏 微 
分 算 子 的 变 分 不 等 式 的 典型 例子 ， 大 多 数 的 问题 出 自 具 有 单 
边 约束 的 物理 系统 的 平衡 问题 的 数学 描述 . 

如 在 本 讲义 的 所 有 地 方 一 样 ， 我 们 将 限于 椭圆 型 的 定常 
问题 ， 而 关于 发 展 型 的 变 分 不 等 式 可 参考 J. L. Lions 和 R. 
Glowinski 关于 这 方面 的 文献 


$1 某 些 变 分 不 等 式 


在 本 节 中 ,以 A 表示 mn- 维 欧 氏 空间 了 的 一 个 有 界 开 子 
集 , 以 工 表 示 其 边界 . 
我 们 用 一 个 完全 经 典 的 问题 , 即 不 含有 单 边 约束 , 作为 第 
一 个 例子 . 
#1 Dirichlet 问题 ， 
D [ -Lu~f EAK 
u=0 ETE 
其 中 -4 是 Laplace HF, f 是 Q 上 的 一 个 给 定 函数 ， 比 如 
JELO), 
(1) 的 变 分 (或 弱 ) 解 是 使 下 述 能 量 积分 
TL af fod 
在 Sobolev 空间 HLO) 上 为 极 小 的 函数 ww 这 正 是 经 典 的 
Dirichlet 原理 . 
[空间 HLO) 由 所 有 这 样 的 wE LO 所 组 成 , 它 的 广义 
导数 2, i=l, +, n PRF 7P(9)，, 而 且 它 在 边界 三 上 的 


BAS, 规定 其 范 数 为 


. 26 o 


2 1/3 
Jol zac = (lolio + Žil- xo) , 
HO) 是 一 个 自 反 的 Banach 空间 , 它 的 对 偶 空 间 
五 (9) | 
可 等 同 于 @ 上 的 所 有 广义 函数 卫 ， 它 可 以 写成 (不 是 唯一 的 
Tep-D 2e, go, PELA), 
vE H(A) M TEHO) 之 间 的 对 偶 积 为 
(T, v) =| gwdet $l g- dx. J 
1 & ov |? 
ZR 110) -F XI, -2| da 


在 HO) 上 可 微 ,其 微分 
DFo=—4, HOr HHO 


为 
(du, 0) =D Fo(u+te) lo 


-S| 2 2 ae, u, VE HICO). 


和 Jo “OX, “Oa, 
上 面 的 等 式 确实 提供 了 Laplace 算 子 
di 
的 变 分 定义 ,而 右边 的 双 线 性 型 
(2) au, v) = >| à On a da 
A Dirichlet 4, 
FR, 由 第 一 章 命题 1 的 推论 可 见 ，Dirichlet 问题 的 变 
分 解 , 即 是 下 述 问 题 的 解 . 
we HQ), alu, v)=(f, +) 对 所 有 vEHiC0). 
BT UMA, 这 只 要 证 明 上 面 能 量 积分 在 Hl) 中 
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达到 其 最 小 值 , 例如 , 这 可 利用 在 本 意 $4 中 将 要 给 出 的 最 小 
值 存在 的 一 般 定理 而 获得 证 明 ， 
附注 1 在 上 面 问题 中 , RE Laplaco HT 一 4 而 考虑 
任何 二 阶 酮 图 型 偏 微分 算 子 
ot ə ov 
Le) = $ -(u@)- 2), 


其 中 au) 是 A EAN ATV EA, FLD AR DRE APR 
Eu Ekel], 070, PAE Es, Ee) ER, 
此 时 ,只 要 在 问题 (2) 中 代替 Dirichlet 型 , 以 


Ou av 
au, v) PARIO On, On; de, 


但 是 , 这 个 推广 的 形式 不 是 泛 画 
4 alv, v) => Bove 总 dx 
的 微分 ,除非 它 是 对 称 的 , 即 系数 ay 满足 
dy(x) =an(x) a. 0. Vi, jal, +, n, 

这 个 推广 的 Dirichlet 问题 的 解 的 存在 性 证 明 , 不 能 像 前 
面 那样 利用 直接 变 分 形式 得 到 . 我 们 必须 求助 于 著名 的 
Lax-Milgram 定理 , 在 后 面 将 讲 到 ，] 

本 文中 我 们 将 要 讨论 的 变 分 不 等 式 的 存在 定理 ， 实 际 上 
首先 是 将 Lax-Milgram 定理 推广 到 含有 单 边 约束 的 问题 . 

这 一 类 问题 的 最 简单 例子 是 

例 2 容量 问题 (Capacity problem), 

给 定 一 个 列 紧 子 集 ECO, RGR u HB Dirichlot 积分 
Folo) EME EHO, HEE HO 的 意义 下 , E 
上 上 ?2 的 锥 上 为 最 小 ， 

CHR o ZE E E 之 1 的 光滑 函数 序列 在 五 i(2) 模 下 
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的 极限 我 们 称 在 HAO WERKE, E E br>) 
因此 ,我 们 药 问 题 现 在 是 
(3) [reer url Æ E Es 
Fu) < For) VucHi(Q), veleH E, 
解 % 称 为 平衡 位 势 , 泛 卫 的 最 小 值 是 集合 PHSB. 
利用 第 一 章 命 题 1, 可 见 (8) 的 解 可 由 下 面 变 分 不 等 式 来 


刻 划 
(4) {eu u>i#E E; 

atu, v—u)>0 VoE Hi(Q), vel HEE 
其 中 alu, v) 是 Dirichlet # (2), 

附注 2 Bau, v) 是 对 应 于 非 对 称 椭圆 算 子 工 的 推广 
的 Dirichlet 形式 ,如 在 人 鲍 工 中 那样 , 则 变 分 不 等 式 ( 仿 是 容量 
问题 唯一 可 能 的 表示 形式 ， 在 这 种 情形 中 , (O 必须 作为 同 算 
子 卫 相关 的 ,在 如 上 的 平衡 位 势 的 定义 . 

对 于 非 对 称 二 阶 椭圆 偏 微分 算 子 的 容量 理论 始 于 CG. 
Btampacchia[11, 而 他 处 理 这 个 问题 的 变 分 不 等 式 , 由 J. L. 
Lions 和 G. Stampacchia [1] 扩充 到 具有 单 边 约束 的 其 他 变 
分 问题 , 包括 定常 的 及 发 展 型 的 。 产生 于 物理 及 工程 中 的 许 
多 其 他 问题 ， 从 那 时 起 已 为 许多 作者 当 作 变 分 不 等 式 理论 来 
进行 研究 .这 方面 的 主要 参考 文献 是 0. Duvaut 和 J. 工 . 
Lions[1]. 

我 们 还 要 指出 ， 力 学 及 流体 动力 学 的 许多 单 边 问题 也 为 
J. J. Moreau[3] ,用 凸 分 析 的 方法 进行 研究 .了 

例 8 “障碍 ”问题 

HE, 我 们 要 在 属于 HAO, BE Q 中 几乎 处 处 大 于 或 
等 于 一 个 事先 给 定 的 函数 由 的 所 有 函数 v MARKEE, R 
Dirichlet 积 分 极 小 。 函 数 沙 称 为 障碍 ,而 假设 少 使 得 刚才 定 
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义 的 锥 是 非 空 的 。 例如 , BANAT HE YEH CBN yE) 
且 风 的 所 有 广义 导数 如 E 严 (9)], 中 在 二 上 的 迹 是 <0 a. 
e。 

最 小 化 的 4 是 下 述 变 分 不 等 式 的 解 
6) [ere u>y a. o. Æ Q h; 

a(u, v—u)>0 YvE HLCA), ve a. e. Æ Q TP, 

可 以 证 明 , 如 果 工 是 8 的 一 个 闭 子 集 , ET buy, 则 

解 w 满 足 条 件 
upa. e. H —d4u>0 7 QF, 
u=P IE H —4u=0 7 Q-I fp, 

XH, 在 整个 人 上, u 是 上 调和 的 ; 而 在 集 工 之 外 《是 调 
和 的 ; 在 工 上 , u 同 障碍 相 接触 

包括 容量 问题 在 内 的 一 个 类 似 的 问题 ， 是 在 使 得 只 在 9 
的 一 个 给 定 的 列 紧 子 集 Bb Sob MARK 0 上, K Fot 
RNA EL bo), 有 同 在 例 2 H, E E Eri RMK 
意义 ). WR EE 2 中 的 一 个 (n 一 1)- 维 流 型 , 那 末 所 处 理 的 
问题 称 为 “ 薄 障 碍 ”(thin obstacle) 问 题 . 

这 类 问题 首先 为 J. L. Lions 和 G. 8tampacchia[1] 所 考 
虑 ， 关 于 解 的 正则 性 也 已 为 许多 作者 所 研究 ， 可 见 H. Lewy 
和 G. Stampacchia[1}, [2], [8], H. Brezis 和 G. Stampa- 
echia[1], H. Lewy [1], [2], H. Brezis[5], G. Stampacchia 
[2], [8], [4]. Ba O. Baiocchi[1] 已 把 它 应 用 到 水 力学 中 ， 

HE “边界 障碍 ”问题 

现在 的 问题 是 求 泛 函 

ov 


| ig 2 
PC) -=3 È, On; dz 一 | fode 


BHRIDE H f EREE LEKA, JELO, ENA 
e 30 。 


vÉ H CO) 的 锥 上 并 满 中 
veh ae. ÆT E. 
是 在 荆 上 预先 指定 的 一 个 函数 . 

可 以 看 出 , 解 % 所 满足 的 相应 的 变 分 不 等 式 , 对 应 于 在 边 
RT ERALAR, Laplace AF 一 4 的 一 个 边 值 问题 
形式 上 ,可 表示 如 下 

4u=f 在 中， 
(6) | h>0, 50, (u— DE ae ÆT EH. 


这 个 例子 的 详细 讨论 可 在 O. Duvaut 和 J. L. Lions{i] 
中 找到 ， 这 里 只 是 按照 J. 工 . Liong, R. Glowinski 和 R. 
Tremoliers[1] 指出 条 件 (6) 可 解释 为 , 薄膜 工 所 包围 的 区 域 
Q 中 流体 的 定常 平衡 ， 其 中 工 容许 流体 流入 Q， 但 禁止 流出 
Q, 

WME ula) 是 内 流体 的 压力 , Ce) 是 作用 在 荆 上 的 外 
压力 , 当 流 体 流入 时 S250, 而 在 荆 上 uw 一 加 另 一 方面 ,如 果 
u>h, wiser BE A 但 是 由 于 工 禁 止 流出 , 因此 24-0, 


u 的 正则 性 质 已 被 研究 ， 可 见 H. Brozis-G. Stampacchia 
[1], H. Brezis{5], H. de Veiga[i], [2] 等 文 ， 
例 5 非 线性 弹性 力学 中 的 一 个 问题 


现在 求 能 量 积 分 | 
F(w) -4 3,2 ‘def 。 fode, 
在 使 得 vE H5(Q) H 
(7) [gradv|<1 ao. 在 a 中 


的 所 有 4 的 凸 集 上 极 小 , 
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这 个 问题 出 现在 杆 的 弹 塑 性 扭转 中 ， 这 已 被 许多 作者 所 
研究 ,特别 可 见 了 . D. Annin[1], H. Lanchon #1 0. Duvaut 
[1], H. Lanchon [1], T. W. Ting{il, mÆ O. Duvaut-J. 
L. Lions[1], 从 中 可 找到 更 多 的 材料 . 

刻 划 解 尺 的 变 分 不 等 式 ， 形式 上 可 解释 如 下 ， 在 pE 
在 一 个 “塑性 区 域 ”Qo, 其 内 


|gradu| =1; 
在 之 外 , 即 在 8 一 Qo 中 
i Igradu|<1, 
函数 % 满足 方程 
—Au=f; 


而 且 , 在 2o 与 2 一 2 的 交接 面 处 , 函数 4 及 其 导数 SY 满足 


某 些 接触 条 件 ， 像 障碍 问题 一 样 , 这 也 是 一 个 自由 边界 问题 . 

这 个 问题 也 可 等 价 地 似 述 成 “双边 障碍 "问题 ， 即 上 面 的 
条 件 (7) 可 代 之 以 下 面 的 条 件 ， 

J1<0<ÿa a.e. 在 @ 中 ， 

其 中 da 和 ws 是 两 个 适当 的 函数 ， 关 于 这 点 更 详细 了 解 可 参 
考 上 面 所 引述 的 T. W. Ting 的 文章 及 H. Brezis-M. Sibony 
[2]. | 

解 的 正则 性 质 已 为 上 面 所 引述 的 H. Brezis-G. Stampa- 
cohia 的 文章 所 研究 ; 也 可 看 H. Brezis[5], FT F 
BH MR AY HL R. Glowinski[3], J. F. Bourgat[1], M. Nedelec 
[1], M. Goursat[1], M. Sibony [2], 

F6 Bingham 流动 

用 直接 变 分 形式 , RAT AE A 


n 2 
S31, £ de—| fodr+gl |gradelda, g>9, 
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在 空间 HQ) 上 的 极 小 . 
上 面 的 泛 函 是 出 现在 例 5 中 同样 的 能 量 积分 Po), He 
HO) 上 显然 可 微 ,加 上 不 可 微 项 


G(w) 一 9 | |grad uldz. 


由 第 一 章 命题 83， 最 小 化 的 “可 由 混合 变 分 不 等 式 来 刻 
划 
uC H3(Q), alu, v—-u)>G(u)—-G(v), VoEHE(OQ), © 


其 中 alu, v) =>) 2 5 do 一 | fodo, 


数值 解 可 见 R. Glowinski[1], M. Goursat[1]. 

这 个 问题 的 物理 背景 及 解 % 的 性 质 的 详细 讨论 ， 可 在 上 
面 所 引 的 O. Duvaut-J. L. Lions 的 书 中 找到 ， 

BIT 边界 有 摩擦 的 弹性 力学 问题 

含有 一 个 不 可 微 泛 函 的 另 一 个 问题 是 , 求 泛 函 


e lore f lir 
在 全 空间 AQ) 上 的 极 小 .不 可 微 项 是 边界 积分 
G(v) -| llar, 


而 像 例 6 中 一 样 , 解 % 可 由 下 述 混合 变 分 不 等 式 来 刻 划 
uC H*(Q), alu, v-u)>G(u)—-G4w) WEED, 


其 中 au, ») 3 ðu Ov do+ | wwdo—| fode, 


i=l 0 Ov: FA 
这 类 问题 出 现在 具有 单 边 边界 约束 的 弹性 体 理论 中 ， 这 
可 参考 上 面 所 引述 的 O. Duvaut-J. L. Liong 或 J. L. Lions, 
R. Glowinski 和 R. Tremoliers 的 书 ， . 
.. 例 8 含有 Laplace 算 子 非 线性 推广 的 不 等 式 | 
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此 地 考虑 的 所 有 问题 的 推广 ， 从 数学 观点 来 看 是 相当 自 
Ri, 虽 则 没有 直接 的 物理 意义 , 它们 是 代替 Dirichlet 积分 
以 泛 函 


? 


OREP oe 
WHET p>2, 这 确实 是 在 Sobolev 空间 
H*?(Q) ={vE L(A), va EIQ), t=1, =, n} 
上 一 个 可 微 的 西 泛 函 ， 而 其 微分 是 从 H°(0) 到 其 对 偶 空间 
的 单调 算 子 


h ô (| au |7? au 
(8) Au=—È 2 (| x, | Our 
对 应 的 型 是 
Sf | du 192 D Ov 
au, v) “3,4, “On, Ou, 
[事实 上 , 有 
(DF), = lutea ldo] 


i= à, we 十 如 cj 于 (we 十 #09) Va, dæ | 3-0 
=> | tty, |? Ue Ve, dx.) 
Dirichlet 积分 另 一 种 自然 的 推广 是 
F(v) -> f lgrad vl? dz, 
它 的 微分 是 算 子 
Av —div(|grad v|”? grad v), 
像 算 子 (8) 一 样 当 2 一 2 时 这 个 算 子 显然 导致 一 4， 内 
此 ,它们 二 者 可 视 作 Laplace 算 子 的 自然 的 非 线性 推广 ， 
还 应 当 指出 ， 这 些 算 于 是 具有 适当 范 数 的 空间 H(A) 
。34 ~ 


的 全 部 对 偶 映 射 , 请 参照 第 一 章 88 附注 12. 
例 9 含有 更 一 般 非 线性 二 阶 椭 圆 偏 微分 算 子 的 不 等 


À. 
考虑 
a(u, v) = Last u, wo)v dnt $| ala; U, Us) Vo, de 
Uz = (um, oer, Un), 
其 中 函数 


ur; E) =a,(@; Eo, Én, En), 
sE, ECRI, i=0, +, n, 

对 固定 的 &, 是 2 WNNR MNELEN o, BE HIER 
数 . 

IMR BB ar; E), E EK co 处 具有 多 项 式 的 增长 , B 
(9) Jaa; €)|<o(1+ |é]?-*), 

SEQ, EER, ¢=0, 1, -n 
其 中 p, l<p<+oo, o>0, WA HATE WX Sobolev 空间 
HO) 的 每 一 个 函数 u, 有 
mo u, U)ELP(Q), p=p/(p-1 
且 有 估计 
lalw, v) (<y uly) lolun u, 0 EH?) 

RL, HP y(r) 是 +>>0 的 连续 函数 , Iela 是 HA) 中 的 
EX. 

[如 果 考 虑 到 Sobolev 嵌入 定理 ， 增 长 条 件 (9) 显 然 可 以 
减弱 , 见 下 面 引用 的 参考 文献 ， ] 

因此 , 等 式 

(Au, v)=a(u, v), u, vE H(A) 7 
定义 了 从 H» (0) 到 它 的 对 偶 空 间 的 一 个 映射 4， 具 体形 式 
。35 。 


Au=ao(a; u, 一 ailt; U, Ue), P 
显然 ,只 要 函数 a(n, €) WEE TSH 
(10) $ [al -ala ENEE, & EER, 


则 映射 A 是 单调 的 , BY 
(Au— Av, u—v)=a(u, u—v)—a(v, u—v)>0, 
PRE TER D(a, £) 使 得 


a; (2; = Er PC é), i=0, 1, ney N 
DARTRERRS, 
(11) F(u) =| Du, u)d 的 微分 ， 


由 此 有 alu, o) = F (utto) lio= (DF), 0). 


那 末 , 单调 性 条 件 (10) 等 价 于 Do £) Fe € Hy Th ER SE CH 
可 看 下 面 的 附注 ). 

这 样 , 当 我 们 在 一 个 约束 的 凸 集 上 , 求 像 (11) 这 样 的 积分 
泛 函 极 小 时 ， 就 会 出 现 含有 像 上 面 的 算 子 4 那样 的 微分 算 子 
的 变 分 不 等 式 . 

关于 上 述 类 型 的 偏 微分 算 子 ,还 有 更 高 阶 的 , 及 相关 的 边 
值 问题 ,已 有 广泛 的 文献 。 这 里 只 参考 F. E. Browder[i], 
[2], J. Leray 和 J. L. Lions[1] 及 P. H. Hartman 和 G. 
Stempacchia[1], 那里 详细 研究 了 具有 单 边 约束 的 变 分 问题 . 
理论 及 其 应 用 的 概述 可 在 F. E. Browder[6] [7], J. L. Lions 
[1], R. I. Kachurovski[3] 中 找到 . 


1) 译 者 注 : 这 个 式 子 , 只 当 将 4 限制 在 H}?(0) 中 时 才 成 立 。 
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附注 8 将 单调 算 子 理论 应 用 到 椭圆 型 偏 微分 算 子 边 值 
问题 已 经 带 来 了 理论 的 自然 推广 .事实 上 , 在 同 像 上 述 4 那 
样 的 算 子 相关 的 许多 应 用 中 ， 更 方便 的 是 ， 只 要 求 函 数 
TU, Un, s Ur) 对 应 于 最 高 阶 导数 一 在 我 们 的 例子 中 是 
Ue °°, to 一 一 作为 自 变 量 是 单调 的 ， 而 利用 列 紧 性 的 论证 
来 处 理 低 阶 项 一 在 我 们 揭 例 子 中 是 w， 当 ADF, FERS 
泛 函 (并 ) 时 ， 这 对 应 于 将 凸 性 假设 限制 在 五 中 所 出 现 的 最 高 
阶 导数 项 , 正 像 在 许多 变 分 法 问题 中 那样 , 这 是 自然 的 

用 这 种 方式 产生 的 算 子 可 以 这 样 来 描述 ， 在 最 简单 的 情 
EP, 将 一 个 列 紧 算 子 加 到 单调 算 子 上 , 在 一 般 情形 中 , 容许 
在 单调 算 子 和 列 紧 算 子 之 间 进行 更 加 复杂 的 编排 ， 这 些 所 谓 
半 单 调 (semimonotone) 算 子 也 在 上 面 所 引 的 文献 中 有 讨论 . 

在 这 方面 , 还 要 提 到 更 - 般 的 一 类 算 子 - 伪 单 调 算 子 ;这 
已 为 H. Brezis[1], [2], [3] 所 引进 ,也 可 见 J. L. Lions[1]. 

$110 带 障碍 的 最 小 曲面 


考虑 泛 函 
F(o) = f VIF Tera of de, 
它 给 出 曲面 2 一 ow)，wE0 的 面积 ， RITIENE >p 
(在 2 的 一 个 列 紧 子 集 E ORRAZE, REO) 的 
极 小 ,其 中 由 是 给 定 在 O 的 列 紧 子 集 也 上 的 一 个 函数 ， 
刻 划 最 小 曲面 wu (a) 的 变 分 不 等 式 包含 Buler 算 子 


z 0 Ur, 
DFW) = -33-(sa ee) 
这 里 自然 的 Sobolev 空间 是 H**(Q), 即 所 有 9E L4(Q), 
且 所 有 一 阶 导 数 v, ELA), 但 是 ,这 个 空间 不 是 自 反 的 . A 
此 ,上 述 癌 题 不 能 用 本 文 的 标准 方法 处 理 , 从 而 需要 发 展 特殊 
的 技巧 。 
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从 关于 最 小 曲面 的 广泛 的 文献 中 ， 我 们 只 引用 J. O. O. 
Nitsche[1], M. Miranda[1]}, H. Lewy 和 G. Stampacchia 
[3], E. Giusti[i], R. Temam[1]， 这 是 专门 关于 障碍 问题 
By. 


$2 有 限 维和 迭代 存在 定理 


考虑 到 变 分 不 等 式 和 不 动 点 问题 之 间 的 关系 ( 郊 第 一 章 
命题 2), 并 且 利用 经 典 的 Brouwer 不 动 点 定理 , 我 们 可 容易 
证 明 下 面 的 有 限 维 存在 定理 ， 它 引 自 P. H. Hartman 和 G. 
Stampacchia[1]. 

定理 1 设 玉 是 欧 氏 空间 E 的 一 个 非 空 闭 凸 子 集 ，.oZ 
是 下 到 天 中 的 一 个 连续 映射 进一步 假定 ,或 者 K RAR 
的 ,或 者 下 面 强制 性 条 件 (coerciveness condition) AA, 

(0) 存在 一 个 有 界 开 凸 子 集 BCE", R— THE we 
KNB, 使 得 

(aviv-v)>0 VYoCKNaB, 
2B 是 妃 的 边界 ， 则 下 述 问 题 至 少 存在 一 个 解 
II uEK, (Lulv—-u>0 WEK. 

证 明 BERK 是 有 界 的 ,因此 是 列 紧 的 . 

由 第 一 章 的 命题 2 u 是 上 面 问题 开 的 解 , M HAN u 是 
KK 到 其 自身 的 映射 

Pr(IT—.%) 
的 不 动 点 ,其 中 Px 是 在 K Eh Riesz 投影 ， 由 于 Pe, E> 
K 是 连续 的 ， 这 可 由 第 一 章 引 理 2 的 推论 2 得 到 ， 从 而 映射 
Px(I 一 .9 ) 也 是 连续 的 , 只 要 .of 是 连续 的 ， 从 而 , 这 个 映射 
存在 不 动 点 是 Brouwer 定理 的 结果 ， 
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现在 让 我 们 用 强制 性 条 件 (c) 代替 列 紧 性 假设 . 由 刚才 

的 证 明 , 可 见 下 述 问 题 存 在 解 % 
uEENB. (aulv-u)>0 YoE KNB, 

其 中 B=BU8B， 由 于 我 们 假设 条 件 (C) 成 立 , Mu¢as, A 
为 否则 就 会 有 (6 i] vt) <0, THES LMM RGAE E, 
RERE u EHAU 的 一 个 局 部 解 , Abe DS 5 # 
(参照 第 一 章 $1). J . 

附注 4 对 于 映射 27 是 一 个 泛 函 的 梯度 时 ,强制 性 条 件 
(c) RL F Æ oo 处 的 增长 有 关 , 这 点 见于 下 面 84 的 引 理 2. 

附注 5 利用 Schauder 或 Tychonof RA REM, 定理 
1 可 扩充 到 无 限 维 空间 , 见 F. E. Browder[8][11][14]. 但 
此 时 , .x 所 要 求 的 连续 性 假设 对 于 直接 应 用 到 上 节 中 所 述 类 
型 的 问题 是 太 强 了 . J 

定理 1 不 是 “构造 性 ”的 存在 定理 ， 因 为 它 是 依赖 于 虽 则 
不 是 构造 性 却 是 深刻 的 Brower EM, 

但 是 ， 只 要 当 我 们 能 够 用 一 个 构造 性 的 不 动 点 定理 来 代 
# Brouwer 定理 时 ， 我 们 就 能 容易 地 把 定理 1 转变 成 “构造 
性 ”的 定理 ， 主 要 的 例子 显然 可 由 著名 的 压缩 原理 给 出 ， 

事实 上 ,我 们 有 下 述 迭 代 存 在 定理 . 

定理 2 KE Æ Hilbert SHV HAE nT, A 
是 下 到 六 中 的 一 个 映射 ,使 得 


(*) I 一 pL， 对 某 个 p>0, 是 压缩 的 ， 
虽 下 述 问 题 存 在 唯一 解 u, 
II uEK, (æulv—-u)>0 WEEK, 


而 且 在 六 中 一 limw,， 其 中 (us) 是 下 述 选 代 格 式 给 出 的 序 
列 ， 
(IVa) Unti =P Un plun), WEEK, 
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证 明 TP, Ve KR 是非 扩张 的 ( 见 第 一 章 的 引 理 2 
的 推论 2)， 因 此 要 使 得 映射 Px(I 一 px ) 是 压缩 的 只 要 
1 一 px 是 压缩 的 , 这 就 是 条 件 (*)。 因 此 , 由 迭代 格式 (Va) 
产生 唯一 的 不 动 点 % 再 由 第 一 章 的 命题 2 知 , 这 也 是 问题 IT 
的 解 . I 
下 面 的 引 理 使 定理 2 完整 了 , 这 个 引 理 给 出 ,使 得 I 一 pog 
为 压缩 的 一 个 简单 的 充分 条 件 ， 
引 理 1 设 .是 从 Hilbert 空间 六 的 一 个 子 集 区 到 六 
中 的 一 个 映射 ,使 得 
(i) £ Æ Lipschiz 的 , 即 存在 工 >0 使 得 
[fu ol < Llu—ol, u, vEK, 
(ii) 7 是 强 单调 的 , 即 存在 c>0 使 得 
elw 一 2 四 和 (ozv 一 .oojlv 一 人 ， u, vEK. 
则 映射 一 px 是 在 六 FN, 只 要 p 满足 
0<p< 2 
证 明 初等 计算 可 证 
| I-px)u—(I—p.f) |}? 
= |u—vl?— 2p (ur |u—v) + of elu fo], 
因此 ,由 他 及 (让 
1E- pau (1 pa) ol < (1 2004 Zap uo 
因此 1 一 px 是 压缩 的 , M 1—200+ LICE xI) 
要 一 —2e0+ L2p?<0, TIX TELE O<p<2c/L?, J 
附注 6 p 的 函数 1 一 2cp 十 Z2p? 在 
Pope = C/LP 
处 达到 最 小 值 , 此 时 的 压缩 常数 是 


1/2 
(—20pon + L’ pon) = =(1- Fe . 1 


LB 


JA 


AN 一 


解 变 分 不 等 式 的 迭代 法 已 为 J. L. Lions 和 G. Stampa- 
cchie[1], H. Brezis 和 M. Sibony[1], M. Sibony[1], [2], 
J. P. Dias-M. Sibony[1], G. Stampacchia[5] 所 考虑 ,也 可 
见于 上 面 所 引述 的 本 , L. Lions, R. Glowinski 和 R. Tremo- 
liers 的 著作 ， | 

含有 Hilbery 空 间 中 的 双 线 性 型 的 变 分 不 等 式 的 特殊 情 
FE, 将 在 下 节 中 更 津 细 地 处 理 ， 

关于 用 选 代 法 解 含 有 单调 算 子 的 方程 的 进一步 的 参考 文 
献 ， 可 看 F. E. Browder 和 W. V. Petryshyn[i], R. I. 
Kachurovskii[8], 


§3 Hilbert 空间 中 双 线 性 型 的 变 分 不 等 式 


应 用 上 节 中 存在 性 及 逼近 方法 的 重要 的 一 类 问题 ， 是 在 
Hilbert 空间 六 中 含有 强制 Coercive) 连续 双 线 性 型 的 变 分 
FER, 

先 回忆 一 下 , 六 上 的 一 个 双 线 性 型 alu, o) 是 连续 的 (在 
VXV 上 ), 当 和 且 仅 当 存 在 常数 工 >0, 使 得 
(12) jalu, I<Llullvl, u, ver. 

BUSh, alu, o) RAV 上 是 强制 的 《coercive), 如 果 存 
在 一 个 常数 o>0, 使 得 
(18) clvl?<a(v, v) ver., 

[ 像 在 第 一 章 88 中 那样 ， 将 用 (|,) BR 中 的 内 积 ， 
Epec. | 

还 要 回忆 一 下 , 六 上 的 任何 连续 双 线 性 型 alu, 内 ,可 以 
利用 有 界线 性 算 子 

Z, VV 


在 给 定 的 六 的 内 积 中 ,表示 成 
alu, v)=(æulv), u, vEV. 

这 样 的 算 子 of 显然 在 下 中 是 Lipschiz 的 , 同时 alu, v) 
的 强制 性 条 件 不 是 别 的 ， 正 是 引 理工 中 所 说 的 :wg HY R A A 
性 .还 要 指出 那个 引 理 中 .oz 满足 的 条 件 A GD 中 的 常数 
工 和 06, 分 别 同 (12) 及 (18) 中 的 常数 是 一 样 的 ， 

那 末 下 面 的 定理 是 上 面 定 理 2 的 一 个 直接 的 结果 ， 

定理 8 au, v) 是 在 Hilbert 空间 矿 上 的 一 个 强制 
连续 双 线 性 型 ,下 是 六 的 一 个 闭 凸 子 集 ， 则 对 六 HARE 
间 六 中 的 任意 给 定 的 九 TEREFE A u 
(14) u€K, atu, v—-u)>(f, v—u) WEK. 

证 明 AAV AAR, LEHRTE R 
(15) uEK, (au—-flv—-u)>0 WEK 
其 中 .w ERT, EE alu, v) EV PRM, FBV 
个 向 量 ,使 得 

(J,u)=(Flu) Vuey, 

FJS, 了 是 六 到 六 上 的 Riesz 同 构 . 

像 我 们 已 指出 的 那样 , 算 子 .x, 因此 还 有 算 子 A-F, 是 
FÆ V tp Lipschiz 且 强 单调 的 . 因此 ， 由 引 理 二 对 充分 小 的 
p>0, Bat I—p(—f) 是 压缩 的 , 从 而 再 由 定理 2 知 , 问题 
415) 存 在 唯一 解 了 

附注 了 定理 2 的 一 个 进一步 的 结果 契 下 面 的 迭代 算法 ， 
它 产 生 问题 44) 的 解 u 
(16) Uni1=Px[Un—p(ty—f)], wEK, 
其 中 0<p< ea (pen = Vi—C/I7) 

常数 " 和 了 是 出 现在 a(u, o) 所 满足 的 不 等 式 (12) 及 
。43 。 


(18) 中 的 数 ， 
我 们 还 可 以 将 这 个 格式 写成 两 步 ， 
Unid1a 一 .Con 一 天 
an {wp x (Un— puns1/2) 
利用 Px 的 弱 表 示 ( 见 第 一 章 的 引 理 2), REAT) 
写成 下 面 弱 形式 ， 
人 
Un © Ky (tings — Ts — pungi] [0 —Un:3)>0 WEK, 
利用 原来 的 alu, v), ESRB 
WiE 民 (nsilo 一 ws 
(18) | > (Un |V — Uni) —P[G(Un, V— Una) 
. —(f, v—wH)], WEK. 

让 我 们 注意 , 这 正好 是 这 祥 一 个 变 分 不 等 式 , 在 出 发 的 不 
等 式 中 , UV 的 内 积 代 替 二 次 型 a(w, o), BV" 中 的 给 定 泛 
函 了 代 之 以 泛 函 gw 

gn(w) = (un | w) — pla lun, w)—(f, w)]. J 

附注 8 给 出 问题 14) 的 解 的 迭代 算法 ， 强 形式 (16) 或 
BBA CS), 均 依 赖 于 所 采用 的 指定 的 内 积 。 事 实 上 , 像 我 们 
在 第 一 章 ， 附 注 5 中 所 已 经 指出 的 那样 , 将 六 的 内 积 变 成 另 
一 种 等 价 的 内 积 , 这 不 影响 双 线 性 型 c(w, o) RY 中 给 定 的 
HES, 因此 我 们 的 问题 也 是 不 变 的 ， 

另 一 方面 , 这 样 的 改变 , 修改 了 投影 Pr 及 (12) 和 (18) 中 
的 最 好 常数 6 及 了， 因此 也 修改 了 在 算法 中 所 容许 的 p 的 收 
BK RR 0<o<2c/IA 

MEH, 在 算法 的 强 形 式 (16) 中 , 还 必须 考虑 到 A 及 了 的 
改变 . 

为 使 得 内 积 的 作用 明显 地 表现 出 来 , 引入 六 上 的 一 个 连 
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续 双 线性 型 5(w v), Hit bu, v) 是 对 称 的 , 即 . 
blu, v)=b(v, u), u, vEV, 
且 在 矿 上 是 强制 的 ， 在 这 些 假 设 下 ， 
(19) (CIS 102) 
就 定义 了 六 中 的 一 个 内 积 , 它 等 价 于 原来 的 内 积 . BR, 用 这 
样 一 种 方式 产生 的 任何 内 积 都 等 价 . 

如 果 我 们 用 PER JI KRATA AR (19), KEW 
Riesz 投影 及 BV" 上 的 Riesz 同 构 ， 那 来 我 们 的 迭代 算法 
的 强 形式 (16) 为 
(20) Uns = PR un — pd 5 (Aun—f)] 

其 中 À, Vi>V* 是 有 界线 性 算 子 ,定义 为 
(Au, v) =a(u, v):= (Lulo), u, vEV, 
(20) 的 弱 形 式 现在 是 
Un EE: Ons1, V— Una) 
(21) DUn, V— Un) — plaCa, V— Unga) 
— (f, v—n], WEK, 

上 面 方 括 号 中 的 项 不 受 内 积 变 化 的 影响 ,事实 上 ,在 (21) 
中 同 在 (18) 中 一 样 . 

但 是 ， 在 两 步 客 式 (17) 中 , V RRE Una 的 表示 式 依 
赖 于 内 积 , 现在 写成 

Unia = J > (Au —f) 

这 样 ,，wn+ts 的 显 式 求 值 需要 由 双 线 性 型 5(w，w) 导出 的 
Riesz 间 构 的 着 .由 仔细 选 到 b(u, 9), 我 们 可 以 期 望 这 个 
逆 是 简单 的 ,从 而 简化 整个 算法 ， 解 的 某 些 正则 性 质 可 能 使 
得 这 个 选取 容易 一 些 . 关于 这 一 点 ,详细 可 参考 丁 工 Lions, 
R. Glowinski 和 R. Tremoliers[1], 在 那里 可 找到 本 和 节 中 所 
WICH ER YAP, J 
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对 于 含有 Lipsohiz 强 单调 算 子 的 变 分 不 等 式 的 类 似 的 结 
果 也 可 从 定理 2 导出 ,我 们 建议 参考 前 节 中 提 到 的 H. Brezig 
和 M. Sibony 的 文章 . 


§4 直接 存在 定理 


正如 本 章 引 言 中 记述 ， 当 变 分 不 等 式 中 所 含 的 映射 4 是 
某 个 凸 泛 函 的 微分 时 , 那 末 变 分 不 等 式 解 的 存在 性 可 以 这 
样 来 证 明 ， 将 变 分 学 的 直接 存在 定理 应 用 到 等 价 的 关于 泛 函 
F 的 极 小 问题 . 

从 一 般 观 点 来 看 , 这 个 方法 也 是 富有 成 效 的 , 因为 在 第 三 
章 中 ， 即 使 去 掉 4 是 某 个 凸 泛 函 的 微分 这 一 假设 ， 那 里 新 得 
到 的 定理 也 将 被 证 明成 立 . 

现在 回忆 一 下 , 下 面 极 小 化 问题 的 基本 存在 定理 ， 

定理 和 & K ZARA Banach 空间 马 的 一 个 非 空 闭 
OTR, FRE LMP PREAH. 再 设 或 者 KE 
有 界 的 , 或 者 下 面 的 强制 性 条 件 (co) BRIE: 

(co): 存在 一 个 向 量 EK 及 一 个 常数 R>0, H. F (vo) 
<+00, jwoj 过, 使 得 

F(v)>F(v0) WEEK, lv|=R, 

则 下 述 问题 至 少 存在 一 个 解 
(D) uEK, F(u)<F(v) WEK. 

证 明 定理 的 证 明 根 据 下 面 两 个 泛 函 分 析 中 的 著名 结 
果 ; 赋 范 空间 的 一 个 闭 凸 子 集 , 在 空间 的 弱 拓 扑 下 也 是 闭 的 ; 
自 反 的 Banach 空间 的 有 界 子 集 在 那个 拓扑 下 是 相对 紧 的 . 
因此 X 的 有 界 闭 凸 子 集 是 弱 列 紧 的 , 

RA, 如果 K AAA, WK bP AKER 
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Llo =fzc K, F()<F(v)} 

也 是 弱 列 紧 的 ， 这 样 就 有 
(22) MELO) #9, 
这 就 是 说 , 上 述 问题 工 有 解 MRE 的 有 界 性 假设 代 之 以 
强制 性 条 件 (co), 只 要 我 们 能 证 明 , EK EF 的 某 些 非 空 水 
平 集 有 界 , 那 末 我 们 仍 可 导出 如 前 的 结果 . 

HE, WE vo 及 马 分 别 是 出 现在 (co) 中 的 向 量 及 常数 ， 
容易 证 明 所 有 属于 工 (wo) HAM z, 按 范 数 以 RAF. 

[事实 上 ， 如 果 存 在 “ELCvo) A | 如 | BR， 则 也 必 存 在 - 
2€ L(vo) 使 得 [el =R, MSA Fe) > F(vo) FI 

定理 和 的 附录 工 在 定理 4 的 假设 下 , 上 面 问题 了 的 全 
部 解 久 的 集合 ,是 K 的 一 个 有 界 闭 凸 子 集 ， 

事实 上 ， 解 集 正 是 集合 (22)， 而 由 于 某 些 (或 所 有 ) 集 合 
Lv) 是 有 界 闭 凸 的 ,所 以 集合 (22) 也 如 此 . J 

定理 和 4 的 附录 2 WE FEK EEK TUE, 即 


an (HE) CF (us) + Fu), WU, th, MER, 


DERE TAY APR à LME — HU, 
EKE, Wu K u 是 问题 了 的 两 个 不 同 的 解 ， 因 为 
(uy +us)/2EK, 我们 就 有 
F (uy) EF tw) /2) 
F (ua) <F((u+ue)/2), 
因此 F(a) +F (ug) <2F (ut) /2), 
而 这 与 了 的 严格 同性 相 矛 盾 . 了 
现 设 泛 画 了 了 在 车 上 是 可 微 的 ， 问 包含 在 定理 4 假设 中 
的 石 的 性 质 , 如何 用 了 的 微分 DF RER: 
由 第 一 章 § 6， 我 们 已 经 知道 , 下 的 凸 性 等 价 于 映射 DF 
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的 单调 性 .而 且 PAE DAME EAU TEESE, 这 从 
下 面 不 等 式 极 易 得 出 : 

F(v)>F(u)+(DF(u), v—u), u,vEX, 
这 推出 lininf F(v)>F(u), REE oj BRR) CAFS EN 
u, 

更 有 兴趣 的 是 研究 了 的 强制 性 和 DF 的 强制 性 
(coercivity) 之 闻 的 关系 ,而 下 面 的 四 条 引 理 正 是 关于 这 件 事 
AY. 

Hit FRESH X LAS Rew, DP, Xe 
X* EF GS, Ti KE X HPAES, 

S122 ik DFW ERE. (do) 存在 voEK 及 R>O, 
[vo] <R, 使 得 

(DF(v), v—v)>0 WEK, |vl=R, 

N FP RAE, 

(co) 存在 EK K R>0, F(v)<+00 & [vol <R, 使 
得 

F(v)>F(v) WEK, fo] =B. 

证 明 Roo X RER (do) 成 立 , HRA ROR, & 2 
是 五 的 一 个 向 量 , RA lel =R. BA EK E [vol <R< 
[zl], 则 对 于 适当 的 8>0, HE 

| v= vtt 2 
E 8 

RTK EH lol=2. 此 外 ,因为 

z—v=g(v— vo), 
就 有 F(2)>F(0) +(DF(v), 2 一 切 

= P(v) +e(DF(v), v— vo), 
从 而 由 (do 有 | 
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P@)>F(). 
因此 , 车 取 v= 2 EEF te KNA {2:|2] <2} 为 极 小 的 
任何 向 量 , 则 条 件 (co) 满足 ， 了 
如 果 革 的 维 数 是 有 限 的 ， 并 且 仅 在 这 样 条 件 下 只 要 
DF 满足 强制 性 条 件 (do)， 就 可 推出 泛 函 了 满足 的 下 面 更 强 
的 条 件 ， 
引 理 8 如 果 对 是 有 限 维 赋 范 空间 , 则 引 理 2 的 条 件 
(go) 就 可 推出 下 面 的 (6) 成 立 ; 
(e)  F(v)—>+o, %fvf—>+oo kt, vEK, 
证 明 BRR o> (DFW), 9 一 v0) EX 上 连续 ,办 此 它 在 
X 的 列 紧 子 集 
K N {v: |v] =R} 
E, 达到 其 最 小 值 m, H m>0, 这 是 由 于 我 们 假定 (do) 成 立 ， 
FE, 
(23) (DF(v),v—-w)>m>0 WEK, [ol=R, 
现在 , WH—-T2EK, |2|>R, 如 引 理 2 的 证 明 中 那样 ， 
我 们 可 找到 一 个 向 量 
vEK, |v|=R, 


使 得 econ El (oy) 


— vol 

且 F@>FO) HE oro, dm). 

因此 ， 如 果 BRP fe KNA {oi fo] 一 BR} 上 取 极 小 值 的 
任 一 个 向 量 , 则 考虑 到 (23), 就 有 

POSF) +5 FE i 

因此 lelo 就 推出 pte I 

附注 9 如 果 和 是 无 限 维 的 ， 那 末 上 面 的 引 理 不 成 立 ， 
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这 由 下 面 的 简单 例子 即 可 说 明 : Xb, 这 是 所 有 这 样 的 序列 
v= (vi); 组 成 的 空间 ,使 得 


因此 DEO S(r), 
则 有 
MR 040, (DZ 从 一 总 2 >0, 


而 且 了 Ww)>>0 Yo40, AMRESH 2 的 条 件 ( 译 者 注 ， 取 
vo=0 即 可 )， 但 是 ， 若 取 
O=O, 0 VT, 0) 
n 


mu |v | = Van >o, 
而 PU) =t 0. 3 


这 样 ， 为 使 在 任何 赋 范 空间 ZX 中 ,也 满足 强制 性 条 件 
(c1), DF 必须 在 比 (ao) 更 强 的 意义 下 是 强制 性 的 ， 确实 我 们 
有 下 述 

引 理 4 设 DF 潢 足 条 件 

di): FUCK, EE 

(DF (v), v—v)> +œ 3 fol—co ff, vEK, 

yF AEEA PRERE Co). 

证 明 令 w 是 条 件 (@) 中 的 向 量 , H R>0 使 得 |wol <R 
ARMÉE m>0, (BRE. RRB), RR REF 
在 的 .其 后 的 证 明 同 引 理 8 的 证 明 一 样 . 了 
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车 用 一 个 仿 射 函数 (06, v) +0 BIE F(v), He EX", 
0o€ BR， 那 末 强 制 性 条 件 (cx) 是 不 稳定 的 , 因为 如 果 在 DFO) 
上 加 上 一 个 常数 项 避 ， 条 件 (Q)) 是 不 稳定 的 ， 换 言 之 ， 映 射 
o> DF (0) — 08 HA AE (d) 依赖 于 给 定 的 向 量 où. 

在 上 述 修正 下 强制 性 条 件 是 稳定 的 被 下 面 的 引 理 所 给 出 

引 理 5 4 .DF 满足 条 件 
(as) D + 4-00 % |v|—>oo lit, vEK, 


jo 
则 也 满足 条 件 
(ca) TD +00 % [ol ceo 时, vEK. 
证 明 容易 证 明 , 本 引 理 在 加 了 以 一 个 仿 射 函数 下 是 不 
变 的 ， 因 此 , RENTREE 
F(v)=F(v)—(DF(0), v) —F(0) 
证 明 引 理 即 可 . 7 
FENEX ETRIE, DF=DF-DF(0), AF 
F(0)=0, DF(0)=0, 


因此 , 有 
F (o) -f 4 F (tv) dt -f (DF (tv), v)dt, 


其 中 ,由 DF 的 单调 性 , 可见 
(DF (tv), v) = (DF (tv) —DF (0), v)>0, #>0, 


BME, <<, 有 
Fo) >[ FH), o)dt— 1 (DFG), o), 


因此 也 有 FO 1 DFE), R) pgo 
Jol ~ 2 ET ' 
当 lol- 时 , tay fiolo, Ee, (de) RHE (ca). 1 
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现在 , 我 们 知道 了 ,怎样 用 F 的 微分 DP 来 表述 在 本 节 
开始 所 给 的 直接 存在 定理 中 所 要 求 的 也 的 人 性质, 
另 一 方面 ， 我 们 也 知道 在 那个 定理 中 所 考虑 的 极 小 化 问 
题 的 解 w 可 由 变 分 不 等 式 来 刻 划 
uCK, (DF(u),v—-u)>0 WEK, 


因此 ， 只 要 映射 4 是 一 个 在 卫 上 泛 函 了 了 的 微分 时 ， 那 
末 下 面 的 存在 定理 不 比 上 面 的 定理 4 多 任何 东西 . 

定理 5 令 4 是 从 自 反 的 Banach S0 X A) È R 
X* 的 一 个 单调 半 连 续 (hemicontinuous) 的 映射 ,下 是 于 的 
一 个 非 空 闭 凸 子 集 . BRAK AR, REEK E, AWE 
下 面 强 制 性 条 件 ， 
(do) 存在 MEK K R>0, [vol <E, eB 

(Av, v—%) >0 WEK, |v|=R. 

则 下 面 的 变 分 不 等 式 , 至 少 存在 一 个 解 4 
II ue K, (Au, v—-u)>0 WEK, 

在 附加 假设 A=DF 下 ,定理 5 的 证 明 

如 果 A dete X ER FH Gateaux 导数 ， 则 从 上 面 
的 讨论 可 见 ， 这 样 的 五 是 凸 的 , 下 半 连 续 的 , 而 且 在 K 是 无 
界 的 情形 下 , 它 满足 定理 4 的 强制 性 条 件 (co0)， 因 此 ,存在 向 
Buck, 使 了 在 上 取 最 小 值 ， 由 第 一 章 命题 1 知 , 这 个 
RIMER u E EERE IR. J 

附注 10 4 fEX*, 如 果 我 们 要 不 等 式 

uCEK, (Au, v—u)>(f, v—u) WEEK, 
Wu 存在， 那 末 我 们 必须 代替 上 面 的 条 件 (do) 以 更 强 的 条 
件 (ds) 成 立 ， 象 已 经 指出 的 那样 , 后 面 的 条 件 在 4 加 上 一 个 
常 向 量 下 是 稳定 的 。】 
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一 般 情 形 中 的 定理 品 W P. H. Hartman 和 G. Stampa- 
cchia[1] #1 F. E. Browder[5] 所 处 理 ， 在 4 是 有 界 的 附加 
BET, 定理 5 的 证 明 将 在 第 三 章 中 给 出 而 这 个 证 明基 于 第 
一 章 的 线性 化 引 理 ， 及 在 凸 集 K WP, IT 的 解 的 “稳定 
性 定理 ”， 而 此 定理 的 证 明 也 在 第 三 章 中 给 出 . 

但 现在 ,我们 容易 证 明 上 面 问题 工 的 所 有 解 % 的 集合 ， 
同 定理 4 中 所 考 虚 的 极 小 化 问题 的 所 有 和 解 的 集合 有 同样 的 性 
质 . 

事实 上 , 我 们 有 

定理 5 的 附录 工 在 定理 的 假定 下 , 不等式 工 的 所 有 解 
的 集合 是 K 的 一 个 有 界 闭 凸 子 集 , 

证 明 由 第 一 章 $7 线性 化 引 理 的 推论 (那里 用 到 4 的 半 
连续 性 ) 知 , 解 集 是 闭 且 凸 的 .而且 , 如果 下 无界, 则 开 的 任 
何 解 4% BELLA HDL ER HE (do) HAR BH, 这 是 容易 证 
明 的 , 只 要 考虑 到 所 有 解 的 集合 的 凸 性 ，】 

定理 $5 的 附录 2 如 果 和 4 在 玉 上 严格 单调 , 即 

(Au—Av, u—v)>0, u*v, u, vEK, 

WY IT HI u ME — ft, 

证 明 MFR u Fl u IT HE, UA FoR 

(Aus, %—w)>0, 
(Aua, t1—Ua) 0, 
因此 (Au, — Ava, Ui— ta) <0, 
由 4 的 单调 性 推出 
(Aus — Ata, U1— Ua) 一 0. 

因此 , 如 果 mu, 这 与 4 的 严格 单调 性 相 了 矛盾 . J 

RÉEL MR ADF, N A 是 严格 单调 的 , M HU F 
是 严格 凸 的 (参照 第 一 章 86 引 理 1), 事实 上 , 如果 À 是 严格 
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单调 的 , Mais PAA, 则 在 连接 某 两 点 以 ,ww 
的 一 段 直 线 上 ,了 的 方向 导数 就 会 是 常数 ， 但 这 与 4 的 严格 
单调 性 相 了 矛盾 . 【这 个 证 明 也 可 这 样 来 得 到 , 只 要 注意 在 上 面 
所 说 到 的 引 理 的 推导 Gi) G) od) H, Euro kj, 处 处 有 
严格 不 等 式 ,】 

男 一 方面 ,如 果 卫 是 严格 凸 的 , 则 对 每 一 个 t 0<t<1, 

F(u+t(v—u))<F (u) +t[F(v)—F(u)] ud, 
因此 , 象 在 第 一 章 8$8 6(2) 式 的 证 明 一 样 ,有 

Fw) -P> CF (u+i(o—u)) —F(u)] 


>(DF (u), v~u) 
WEA oru, 
RR u Ao HA, 再 将 所 得 两 个 不 等 式 相 加 , 有 
O>(DF(u)—DF(v), v—u), uxv, J 
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变 分 不 等 式 的 解 , TER SRT À RTE T, 具有 显著 
的 “稳定 ”性 质 . 在 下 面 8 3 中 ,我 们 将 通过 在 赋 范 空间 的 所 有 
闲 凸 子 集 的 空间 中 引进 适当 的 拓扑 , 描述 这 种 稳定 性 。 上述 
的 适 于 描述 扰动 的 拓扑 将 在 下 面 32 中 讨论 ， 

这 种 稳定 性 也 是 $4 中 将 证 明 的 无 限 维 存在 定理 内 蕴 的 
性 质 ， 事 实 上 , 该 定理 可 以 从 Euclid 空间 中 变 分 不 等 式 的 存 
在 定理 , 通过 用 一 族 有 限 维 问 题 逼近 原始 问题 而 得 到 , 

在 对 映射 4 的 适当 假定 下 ， 这 种 步骤 容易 转变 成 “ 构 壮 
性 的 ”得 出 变 分 不 等 式 数值 解 的 Ritz-Galerkin 型 方法 ， 原 
始 间 题 的 解 x(z) 可 作为 一 族 逼 近 解 w 在 适当 范 数 下 的 极限 
而 求 得 ， 逼 近 解 族 数值 上 可 由 在 不 断 增加 维 数 的 欧 氏 空间 中 
解 变 分 不 等 式 而 算出 . 

这 种 逼近 法 首先 在 下 面 的 $ 工 中 略 述 ， 然 后 在 85 和 86 
中 更 详细 的 讨论 ， 

最 后 在 $7 中, 给 出 变 分 不 等 式 对 偶 性 理论 的 简短 说 明 . 
把 这 个 课题 同 互补 系 相 联系 时 ， 我 们 将 只 限于 讨论 锥 上 的 变 
分 不 等 式 ， 


$1 Ritz-Galerkin 逼近 


考虑 在 赋 范 空间 X 中 的 变 分 不 等 式 
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(1) uCK, (Au, v-u)>0 WEE, 
我 们 将 把 X 的 元 素 说 成 函数 . 

现 设 X, EX 的 与 指定 参数 刀 有 关 的 某 有 限 维 子 空间 ， 
又 设 
(2) Alw), ++, Pale), Nn 
是 X 中 的 基 , n= 是 Xn HAE, AL, Xe Eh RY Bl Xe (x) 
WRN 
@) TOO) 

其 中 Con) FE nw) 在 取 定 的 基 (2) 下 的 分 量 ，9 从 工 到 n= 
Mn, 

ERA OTR K, 宜 于 用 作 所 给 的 五 的 近似 , K 
的 这 种 有 限 维 近似 的 选取 是 关键 的 ,我 们 将 马上 回 到 这 一 点 . 
因此 原始 问题 (1) 替 换 为 如 下 近似 问题 | 
(4) UE Ky, (Aus, —-w)>0 VEE», 

为 简便 起 见 ,其 中 算 子 4 保持 不 变 ， 

这 意味 着 在 下, 中 的 近似 解 避 (w)， 须 对 下 ;的 所 有 
v(a), 精确 地 满足 给 定 的 不 等 式 ， 

若 在 选 定 的 生成 子 空 间 Xr WE (gp2(%))o F, (x) 与 
nO 取 (8) 的 表示 法 ,并 将 它们 代入 (外 ， 则 可 发 现 上 述 逼近 
问题 变 成 在 空间 R 中 的 如 下 离散 问题 的 形式 : 

(5) w=) EC", ZA (ui, +, Un) (vs — ug) 0 
vom (a) EC, 
其 中 向 量 场 AD Hy 
(6) AG, n, un) = CAC ape), pe), sl, +, n, 
右边 是 An 与 其 对 偶 XT 间 的 对 偶 积 ,C* 是 PUNTE 
O*~—{0— (v2) ER: (x) 一 之 vipa le) € Ka}, 


« 55° 


当 4 是 线性 上 映射 时 ,不 等 式 组 (6) 简 化 为 线性 不 等 式 组 
(7) w= EO, DAM) Vo= o) EO, 


qs 


而 nxn JE RE CAD.) 由 
(8) Aj, = (Agi, ps), q, s=1, e,n 
给 定 ， . 


让 我 们 指出 ， 至 此 我 们 已 经 考虑 了 三 个 不 同 的 问题 ， 第 
一 ,在 空间 子 中 的 原始 问题 (1); 第 二 ,在 X HARETAN 
X 中 的 逼近 问题 (4); 第 三 , 在 维 向 量 空 间 Pr 中 的 离散 问 
题 (6), n=m 是 Xn 的 维 数 ， 

为 了 描述 逼近 问题 (4) ， 只 须 指定 X 的 子 空间 OUR 
A ÉTÉ K. HT RRS RO), 必须 加 上 选 定 子 空 
间 于 ; 中 的 基 ， | 

近似 凸 子 集 Ky 的 选取 ， 是 我 们 处 理 不 等 式 的 Galerkin 
甬 近 方案 的 基本 补充 环节 ， 当 问题 简化 为 方程 hu=0( 例 如 
MR = X 就 是 这 种 情形 ), 则 只 须 进 行 子 空间 Xr 的 选取 . 

一 族 “ 好 的 ”近似 下; 的 选取 应 服从 如 下 两 个 一 般 的 要 
求 ， 第 一 ， 相 应 的 近似 问题 能 转换 为 尽 可 能 “ 易 解 的 离散 问 
Mi, 第 二 , Ki 依赖 于 参数 及 使 得 当 Ki i K 时 ， 近 似 解 
un (@) 收敛 于 原始 解 4(%). 

容易 认识 到 ， 子 空间 X 一 旦 选 定 后 , 下 ;的 自然 的 选取 
并 不 总 是 成 功 的 例如 ,车 X 是 可 分 Hilbert 空间 , XX， 是 由 
下 的 已 给 定 的 正 交 组 的 前 % 个 向 量 生成 的 子 空间 ， 玉 是 由 
X HHE w 生成 的 一 维 子 空间 , 对 于 已 给 定 的 基 , wo HOE 
多 个 非 零 分 量 ， 则 一 般 作为 ;的 最 自然 的 选择 是 Ka 
一 下 了 ,显然 这 是 一 种 不 好 的 选取 ,因为 这 个 及 由 单个 向 
量 0 组 成 . 
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§2 关于 凸 集 和 凸 函 数 的 收敛 性 


正如 前 一 节 所 指出 , 一 给 定 的 变 分 不 等 式 的 有 限 维 近 似 ， 
就 其 不 等 式 所 含 的 凸 集 的 近似 以 及 相应 近似 解 的 收敛 性 而 
言 ， 可 通过 在 赋 范 空间 的 整个 闭 凸 子 集 族 中 适当 地 定义 拓扑 
来 处 理 ， 但 是 , 我 们 寻求 的 拓扑 必须 纶 到 足以 让 一 族 有 限 维 
的 五 :收敛 到 一 个 或 许 是 无 限 维 的 K. 

为 了 研究 怎样 的 “好 的 ”收敛 
(9) K =lim K, 
是 所 希望 的 ,让 我 们 考虑 基本 变 分 问题 , 它 是 Hilbert 空间 V 
的 给 定向 量 到 六 的 一 闭 线性 子 空间 M 上 的 正 交 投影 . 

从 而 可 合理 地 要 求 一 个 “好 的 ”收敛 满足 如 下 条 件 

“对 于 了 的 任意 闭 线性 子 空间 M 若 (M) E VUE 
闭 线性 子 空间 序列 , 使 得 
(10) M=lim M, 
则 对 于 六 的 每 一 2, zE M, 上 的 正 交 投影 Puz 强 收敛 于 > 
在 及 上 的 正 交 投影 Puz.” 

REZ, Pu 是 在 履 上 的 正 交 投影 算 子 ， 对 于 算 子 的 强 
拓扑 ,映射 

Mt Py 

在 任意 M 处 必须 连续 . 

而 且 , 可 假定 上 述 要 求 ,关于 本 的 子 空间 的 正 交 补 Mb 
MM 是 不 变 的 . 

所 以 ,收敛 (10) 在 上 中 也 必须 稳定 , 这 就 是 说 , 必须 有 

M=limM, 当 且 仅 当 Mt=lim M}, 
现 设 收敛 (9) 定 义 成 满足 上 述 条 件 “….…”, 我 们 通过 按照 
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(10) 收敛 到 一 给 定 M 的 任意 序列 OL), REHM RHR 
些 必 要 条 件 ， 

头 一 个 条 件 是 如 下 包含 关系 

Mcs-lim inf M;, 

其 中 slim inf M, ARER 入 的 强 拓扑 序列 (Ma 的 lim inf, 
(11) s-lim inf M,={v EV, v=strong lim or, € Mi, Yh}. 

事实 上 , HERE”, 对 M RER 2, a 
Puz 属于 Mi, ERKAT Pure, 

下 述 引 理 同时 表明 上 述 条 件 在 正 交 补 中 是 不 稳定 的 ， 为 
了 变 成 稳定 的 , 又 必须 怎样 加 强 上 述 条 件 . 

下 面 将 用 w-lim sup M, 表示 按 下 BENE Os) 
lim sup, 即 
(12) w-lim sup M,={vEV, v=weak lim vn, vy E My, 

Vi, (May) s (Min 的 子 序列 }. 

引 理 1 设 (M3) 是 信 的 闭 线性 子 空间 序列 , My, H 

M 是 让 的 一 闭 线性 子 空间 , 则 我 们 有 


(13) Mcs-lim inf M, 

当 且 仅 当 

(14) w-lim sup Mic M+, 
证 明 我 们 的 证 明 依 据 如 下 熟知 公式 

(15) dist(v, H) =max(w|v), 


fwi<1 
Beet VIE o 8] V RES he] H 的 距离 ， 
(dist(v, H) WAHE "在 商 空间 V/A 中 的 范 数 ， 此 商 空 
间 的 赋 范 对 但 空间 等 距 于 H 因此 , (15) 是 任意 赋 范 空间 X 
的 范 数 所 满足 的 已 知 对 偶 公 式 
lo] —max(o*, v) 
to*|<1 
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的 特殊 情形 。] 
我 们 证 明 由 (13) 可 推出 (4)，、 设 vo Cw-lim sup M}, B 
Vo= weak lim ony, VyE Mi, Vi, 
(Mh) À (Min 的 子 序列 。 

Be > 0 使 得 
lonl sr, FETE j, 

则 由 (4), 对 任意 的 。 有 

(r uyl) <dist(v, M), 
Ft (13), dist(v, M,)—0, 
所 以 ， 
wolo) 一 lim(vwy|v) 一 0， 对 于 所 有 2 EWM， 
AHL, vee Mt, 

反之 , 设 (14) 成 立 ,我 们 证 明 对 对 的 每 一 "有 disto, M) 
—> 0, 便 明 显 地 证 明了 (13) 成 立 ， 

作为 415) 的 一 个 推论 ， 对 每 一 大 可 找到 一 向 量 CM, 
具有 

Jo) <1, 
使 得 dist(v, Mn) = (olo). 

设 My); E (Ma) 的 一 任意 子 序列 . .根据 序列 (v4) 的 
ARE, FE Cons 的 一 子 序列 弱 收 敛 于 六 的 某 向 量 wo， 此 
子 序列 我 们 仍 称 它 为 (vy):s， 而 由 假设 (4)， 此 w BFM, 
因此 由 2E 有 MK, 我 们 有 

dist(v, Ms) = (on 0) —> (vol) =0, 
从 而 , 由 (Mas) 的 任意 性 ,有 
dist(v, My) —>0. J 

推论 i M-=lim M, 意 指 上 述 的 包含 关系 (18) 与 (14) 
都 成 立 , 则 M = lim M, 当 且 仅 当 M+=lim M+, 

、59 。 


我 们 将 在 $6 中 看 到 , 车 我 们 象 此 推论 那样 来 实际 地 定义 
子 空间 序列 的 收敛 性 ， 则 我 们 讨论 开始 时 规定 的 条 件 “………” 
是 能 满足 的 ; Bl M = im M, 确实 蕴涵 

Pyz=strong lim Pur, 

对 六 的 每 一 z 成立, 

至 此 的 讨论 ,导致 如 下 一 般 定义 

定义 1 赋 范 空间 X H- AFR (Ke) AF XW 
(ATR K, WE 

K=lmk, £XA, 
如 果 下 列 包 含 关 系 成 立 
w-lim sup K,C K Cs-lim inf Ky, 

其 中 的 极限 如 上 述 (11) 与 (12) 那 样 定义 . 

附注 1 车 对 每 一 六 A KICK, I K=-limk, 等 价 于 
单个 包含 关系 KCsliminf 下、\， 另 一 方面 ， 若 对 每 一 有 
KCK», N) K =lim K, fi (ER wlim sup K,CK. 

HY LAGER, À X 是 一 自 反 Banach 空间 , WE X 的 所 有 
针 凸 子 集 的 空间 中 可 以 引进 Hausdorff 拓扑 ， 把 论 及 的 集合 
序列 归结 为 上 述 定义 的 收敛 性 .但 我 们 在 这 里 将 不 讨论 这 个 
Hm, 而 介绍 J. L. Joly] 关于 凸 集 和 凸 函 数 的 拓扑 以 及 它 
们 的 配 极 (Polarity) 的 作用 所 作 的 一 般 研究 ， 

刚刚 定义 的 收敛 (以 及 上 面 说 到 的 拓扑 ) 的 基本 性 质 在 配 
极 中 是 稳定 的 ,正如 在 引 理 1 的 特殊 情形 中 早已 证 明 的 那样 . 

为 了 使 这 点 更 明确 , 让 我 们 考虑 Young-Fenchel 变换 

fef, 
其 中 每 一 个 下 半 连 续 凸 函数 
f: 革 户 (一 00, +œ] (f 攻 十 o0) 

相伴 有 它 的 配 极 函数 (Polar function) 
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ft; Xth(—oo, +], 
其 定义 是 
(6)  f'(v)=supl(v', v) -f@)], EX". 

可 以 证 明 , f EP PT BES OR, WA ff zB 
一 一 对 应 (bijective) 的 和 对 合 的 (involutory)， 所 谓 对 合 即 
“=f. 

e, TERY Sdr X TRR ER A OL 
第 一 章 8 9) 时 , M f=, 其 中 
(17) ox(v") =sup(v", v) 

是 K 的 支撑 函数 (support function)， 作 为 这 时 的 特殊 情 
形 , 若 开 = 下 是 互 的 一 闭 子 空间 , 且 f 一 6u, M Ou, 其 
H Mt E MEX PHS eT (HE, MR X Æ Hilbert 
空间 , H X ERF X, m M 是 下 的 正 交 子 空间 )， 更 一 般 
地 ,车 五 是 顶点 在 零点 的 闭 凸 锥 , 则 (Sr) = Ou, 其 中 

(18) H"={v"E X*, (v*,v)<0, VvEH} 

E H XBR (polar cone), 

(fa) He À EA PES RP, 相应 于 上 述 定 
M1, 我 们 定义 | 
(19) f=limf, EXA, 

Hp fe X EMPRESS ORK, ENTARESNHXXER 

中 的 极限 

epif=limepif, ÆXxXRH 

让 我 们 回想 对 于 任何 下 半 连 续 凸 函数 g: I- +00], 
epig 是 9 的 上 图 , 即 积 空间 XxRWAOTK 

epig={(v, B)EXXR, g(v) <A}. 
容易 证 明 ， 若 f=6x, frrr KG REX HAF 
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R, m flim fa 当 且 仅 当 k=lim Ky, 

TE, # X AR Banach 空间 , EX LAP RE 
凸 函数 的 空间 中 可 定义 一 Hausdorff 拓扑 ， 它 是 从 上 面 所 述 
的 关于 闭 凸 子 集 的 类 似 拓扑 诱导 出 的 ， 把 论 及 的 序列 归结 为 
收敛 性 (19)， 

在 配 极 中 , 这 种 拓扑 的 稳定 性 陈述 如 下 

定理 1 一 一 对 应 的 Young-Fenched Hh ff f f* EX 
方 连续 的 . 特别 地 ， 对 于 自 反 Banach 空间 X 中 任意 的 下 举 
连续 凸 函数 序列 Cf), RNA, 在 了 中 f=lim fa SERS 
fe X" h f*=lim fi. 

此 定理 推广 了 引 理 1, 4 fac òu, NAS, EE 
理 在 以 后 需 用 的 另 一 特殊 情形 ， 是 通过 取 了 为 顶点 在 0 的 闭 
Pa ae AD 的 指示 函数 而 得 到 的 ， 

推论 ù (As) 是 在 自 反 Banach 空间 X 中 顶点 在 0 的 
lh HERP SN, CHG) 是 在 X° FERREE, 则 我 们 有 

H=-limH, EXW 

当 且 仅 当 H'=lim H; EX" A 
A” jk H RRE. 

这 些 结果 可 沿 着 引 理工 的 证 明 线 索 直 接地 得 到 证 明 . 

关于 定理 工 的 证 明 见 J. L. Joly 的 上 述 引 文 ， 以 及 U. 
MoscofT6] , 

现在 让 我 们 给 出 按照 定义 工 收敛 的 凸 集 序列 的 几 个 例 
T. X 将 总 表示 一 自 反 Banach 空间 ， 即使 下 面 陈述 的 某 些 


结果 并 不 需要 空间 的 自 反 性 . 
(3) B McMc..cM,c.…. BX HFS. M 
f ， lim M,= M, 


其 中 M-UM 在 下 中 的 闭 包 
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(b) 设 MoMo- DMD- 2 X HFS, m 
limM,-M, 

其 中 MUM=[ ax 

Ritz EL BEN AT 
GC) RKEXH-ABTH, HAMKEX HES, 且 
(Xs) BX 的 子 空间 的 递增 序列 , 使 得 X= J% 的 闭 包 , 则 

K=limK NX. 

更 一 般 地 , 我 们 有 
(c) & K wA (c), S) 是 下 的 闭 凸 子 集 序列 , EX hi 
SF S, MARE KNS+O, M 

K NS =limE NS. 

有 关 证 明 参 看 U. Mosco[4], 314 1.4 

最 后 的 例子 是 交 运 算 的 连续 性 的 一 般 问题 : 在 同上 面 

(0) 同样 假设 之 下 , K=limK,, S=limS,, ERA KNS 

一 lim Ka MSs? 在 $1 的 结尾 , 我 们 看 到 , 若 抛弃 假设 À 40, 

上 述 (0) 的 结论 可 以 不 成 立 , 所 以 , 必须 使 序列 包含 某 些 条 件 . 

参看 已 引用 的 J. L. Joly 的 论文 ， 上 面 提出 的 问题 也 是 在 凸 

函数 的 形式 中 来 研究 的 ， 因 此 , 是 所 谓 inf- 对 合 fVg 的 连续 

性 问题 ,粗略 地 说 ,是 和 +0 的 配 极 运 算 的 连续 性 问题 ， 见 

J. J. Moreau[1], Joly 引进 一 些 角 的 概念 ， 称 为 两 凸 集 Ky 

与 五 :之 间 的 余 距 离 (codistance) 0(K:, Ka), 为 的 是 找到 上 

述 (0 所 需要 的 一 种 将 换 条 件 , 其 类 型 为 

lim inf0(K, S;)>0, 

(9 TET. Joy 被 时 地 对 作者 指出 ， 在 引 理 中 错 识 地 进 沁 了 了 加深 人 
设 证 Nsw8， 出 现在 证 明山 的 向 量 toE 六 实际 上 必须 改 为 向 呼 
teks, 
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这 类 得 出 〈c ) 的 结论 所 需要 的 条 件 ， 也 可 从 如 下 略 述 的 


平凡 例子 中 得 到 启示 : 
(d) iz X æ Hilbert 空间 , (Pu) 是 碟 上 一 对 称 线性 算 子 序 
列 , 使 得 
v=strong lim Pav, M F—-vEX, 
BKEXHABAOFR, 则 
PE ={vwEX, v=P,w, we K} 
aX 的 有 界 闭 巴 子 集 , 且 
K=limP,K, 


À RUE PES AIX CAT ASIE 1.6[P,K 对 每 一 给 定 
的 是 闲 的 ,这 可 从 如 下 看 出 ; 设 v= lim Piw, w,EK; AK 
AR ASG, FEE Co) BFP (0) BATFE oE 
K; Blt, WHA ce X, RNA 

O= Him (w4 — | Pre) =lim (Pru, — Pyavo|2) 
= (v — Prwolz), 
MA V=Prwo, J 

(qd) 的 一 个 重要 的 特殊 情形 如 下 
(d) 设 X Æ Hilbert sig, (X) E X HE RETS E 
递增 序列 ， Xn X pH, BKE- h, P, BX BX 
上 的 正 交 投影 ， 则 上 述 (d) 的 结论 成 立 ， 
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通过 简单 的 例子 可 以 证 明 , 车 K 无界 , 则 投影 集合 PK 
可 以 不 收敛 于 玉 ， 即 使 玉 是 茸 的 闭 线性 子 空间 ( 见 上 述 引 
用 文献 的 附注 1.8). 

一 个 充分 条 件 是 对 每 一 有 包含 关系 PECK, 还 要 注 
RU, EKER, 则 投影 集合 PK 其 至 不 必 是 闭 的 : SRL 
函数 y=1/z，w>0 的 上 图 在 Euclid YH e, y 的 % 轴 上 的 正 
交 投影 . 

在 作者 的 论文 [ 生 与 [所 中 ， 还 就 关于 偏 微分 算 子 的 某 些 
扰动 边 值 问题 方面 ， 研 究 了 在 Sobolev 空间 中 上 同 集 收敛 序列 
的 进一步 的 例子 ， 这 方面 也 可 看 L. Boccardo[i], 

在 后 面 86 中 ,将 研究 出 现在 Sobolev 空间 前 内 或 外 逼近 
理论 中 的 某 些 例子 . 

最 后 ， 让 我 们 还 指出 上 面 引 用 的 J. L. Joly 的 论文 也 给 
出 了 在 逼近 理论 中 的 应 用 . 


$ 3 “稳定 性 ”定理 


现 让 我 们 研究 含有 一 映射 4 及 一 凸 集 玉 的 变 分 不 等 式 ， 
其 解 % 怎 样 依赖 于 和 集合 也， 这 是 映射 Ku 的 连续 性 问题 ， 
并 且 按 照 前 一 节 描 述 过 的 西 集 的 拓扑 以 及 空间 Hey 5 
强 拓扑 来 研究 它 ， 

我 们 将 首先 假设 映射 4 保持 固定 而 允许 区 变化 , 后 面 
将 提 到 4 与 怎样 的 共同 扰动 是 在 考虑 之 列 的 ， 

让 我 们 考虑 “原始 ”问题 
(21) uEK, (Au, v—-u)>0 .VovEK 
以 及 一 族 “ 扰 动 * 或 “近似 ”问题 , 形 如 
(22) UE Ky, (Aw, v-w)>0 WEK, 
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我 们 将 假设 (Ka), 是 一 集合 序列 ， 然而， 也 可 以 允许 是 
任何 有 向 族 , 而 只 须 对 下 文 作 少许 修改 . 

上 述 考 虑 的 问题 的 有 关 主 要 结果 陈述 如 下 

定理 2 “WX EH Banach 空间 ,而 且 
(i) ABA X HH, X K-K D(A 的 一 有 界 单调 和 半 
连续 的 映射 ， 
(ii) (Ka)s Æ DA) 的 一 子 集 序列 ,按照 $2 EX1, 它 收敛 
于 D(4) 的 一 丁子 集 天 . 

此 外 , 假设 对 每 一 及 存在 扰动 问题 (22) 的 一 解 好 ， 且 序 
列 (una HEX AR, 

则 原始 问题 (31) 至 少 有 一 个 解 ; 又 车 此 解 为 w 是 唯一 的 ， 
TW un Æ X PRU OF u, mE 

(Au, — Au, u—u)—0, 

证 明 ”让 我 们 首先 证 明 ; 
(a) 近似 解 一 子 序列 (U) 在 下 中 的 任何 弱 极 限 妈 是 原始 
问题 的 一 个 解 . 

为 了 简化 记号 ,这 里 把 (ww) 叫做 子 序列 ， 因 此 ,对 每 一 思 
我 们 有 

WE Rs: (Au, w—-w)>0 Wwe Ks. 

HRH Gi), RIA wlim sup K,CK,HituekK. 

另 一 方面 ,我 们 还 有 KCslim inf Ky, 所 以 , 每 一 2ER 
是 一 序列 Con) 的 强 极 限 , 其 中 CK;, 对 一 切 4 RINE 
上 述 不 等 式 中 取 久 =w, 并 通过 把 它 写 成 

(Aun, v—n) > (Aun, v— on) 

使 "在 不 等 式 中 出 现 . 

在 不 等 式 的 左边 利用 4 的 单调 性 , 得 到 


(Av, v—w) > (Aur, v-—%), 


ld 
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然后 对 天 取 极 限 ， 因 4 有 界 ， 序 列 Cu) 是 有 界 的 ， 因 为 
(un)» 是 有 界 的 ; 因此 我 们 求 得 
(Av, v—u)>0, 
所 以 我 们 推出 是 线性 化 问题 
uwEK.: (Av, v—-u)>0 VWoEK 

的 解 , 又 因 我 们 满足 第 一 章 线性 化 引 理 的 假设 , 这 也 意味 着 4 
是 问题 (21) 的 一 个 解 ， 

在 我 们 的 证 明 中 , 第 二 步 是 
D) 存在 问题 (21) 的 一 个 解 u, 并 且 若 (21) 的 解 是 唯一 的 , 则 
整个 序列 (Us) EX PHF a, 

AX 是 自 反 的 , M (a) 以 及 存在 近似 解 的 有 界 序列 (un) 
的 假设 , 得 出 一 个 解 忆 的 存在 性 ， 然后 只 要 我 们 再 一 次 考虑 
到 (a), un 到 必 的 弱 收 敛 性 是 勾 的 唯一 性 的 明显 推论 , IS we 
是 唯一 的 话 . 

最 后 一 步 是 证 明 
(e) (Aux — Au, us— wu) > 0, 

仍 由 假设 K Cs-lim inf Ky, RAMA A, 确定 一 向 
量 思 E 天 使 它们 强 收 和 敛 于 v. 

另 一 方面 , Bl un 是 (22) 的 解 , 对 所 有 及 有 

(Au, 3 — us) 0, 
现 将 此 不 等 式 写 成 使 出 现在 其 中 ， 
(Aun, U— us) > (Aun, U— 2), 
然后 对 如 取 极 限 ， 因 4 有 界 , wu BIRT u, 得 到 
lim sup (Aus, Un —u) KO, 


因此 ， 


lim su p(Au,— Au, wn —u) <0, 
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A A 的 单调 性 , 这 显然 等 价 于 上 述 (o) 

附注 2 在 应 用 中 出 现 的 许多 算 子 4 具有 这 样 的 性 质 : 
X 的 一 序列 w PIE u ASE E MX 

(Aus — Au, Un--U) 

到 0 的 收敛 性 蕴涵 X pu, El u AR SE, 此 类 算 子 常常 
称 为 是 (8) 型 的 ， 见 F. E. Browder[15]， 此 类 情形 ， 例 如 ， 
当 4 是 强 单调 
(23) ejv—ul?<(Av—Au, v—u) ce>0, 
或 更 一 般 地 , 当 4 满足 条 件 
(24) Yu vf) <(Au— Av, u—»), 
而 7:Bi 户 Bi 是 任意 的 在 0+ 连续 和 严格 递增 的 函数 ， 且 
7(0) 一 0，[ 若 空间 互 一 致 止 ， 则 此 条 件 可 稍 有 减弱， 抑 H. 
Brezis-M. Sibony [1], ] 让 我 们 还 注意 到 , 对 于 包含 一 泛 函 万 
的 极 小 问题 ， 与 条 件 (c) 类 似 的 条 件 是 连同 ww A] u Al Fu) 
El F(u) 的 弱 收 敛 性 应 当 蕴 涵 un D u AR HE, WK Rh 
悉 的 此 类 情形 , 例如 , 4 了 是 一 致 串 Banach 空间 的 范 数 ， 

关于 这 一 点 , 也 可 见 下 面 定 理 2 的 推论 . 

附注 3 若 同时 还 要 考虑 映射 4 的 近似 , 则 问题 (22) 应 
替换 为 问题 
(25) UE Kn; (Anta, v—wWw)>0 Vue Ky, 
其 中 A, 是 所 设 的 4 的 一 个 适当 的 扰动 , 定义 域 D(4;) HEX 
中 包含 Ki, 值 域 在 X" th, 

实际 上 , 若 各 映射 4; 是 一 致 有 界 、 单 调和 半 连 续 (hemi-) 
B, HERZ X x X* 的 强 拓扑 中 满足 收敛 性 条 件 
(26) graph ACs-liminfgraph 4, 7e Xx X* 内， 
则 (25) 代 赫 (22) 的 、 与 定理 1 类 似 的 结论 可 沿 相 同 的 线索 证 
明 , 见 U. Mosco[41. 
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[映射 序列 (4;) HEX 上 一 致 有 界 , 如 果 对 X te a À 

界 子 集 B, 存在 X* 的 一 有 界 子 集 B', 使 得 
A,(BND(A,)) CB’, MAR l 

如 下 结果 包含 在 定理 2 中 ， 因 为 它 可 利用 第 一 章 讨论 过 
的 极 小 问题 的 上 图 形式 来 证 明 ， 

定理 & 的 推论 Ef: Xe- +00] jh, m fae 
(~œ, +20] 使 得 在 五 中 按照 $2 的 定义 有 f=limf, E 
定 对 每 一 儿 存在 一 向量 un 极 小 化 fo 且 序 列 (wx BH, W 
存在 一 向 量 双 极 小 化 方 而 且 , 车 以 是 唯一 的 极 小 化 向 量 , 则 
th BRAT u, H fau) WORF Fu). 

证 明 ”将 定理 2 应 用 于 积 空间 XX RB Xx RAB Et 
H 0x1, UR XxR KHER K —epi f M K= opi fr, FH 
利用 第 一 章 89 的 引 理 3. ] 

类 似 地 , 我 们 可 以 考虑 混合 变 分 不 等 式 

UEX, (Au, v—u)>f(u)—f(v), VoEX, 

及 扰动 不 等 式 

mEX;, (Aus, VU) fna) —fi(v), VoEX, 
或 者 甚至 取 A= A, 也 依赖 于 及 然后 利用 上 图 形式 连同 定理 
TREE 4= 4; 时 的 推广 ， 得 到 关于 扰动 解 w 的 收敛 性 结 
FR. 对 这 一 点 更 详细 的 说 明 可 参看 U. Mosco[4] ， 也 可 见 下 
面 的 定理 4, 

在 下 节 中 ,我 们 将 应 用 定理 2, 以便 得 到 关于 变 分 不 等 式 
及 有 关 问 题 的 进一步 的 存在 性 结果 ， 

在 $6 中 , 我 们 将 应 用 定理 2, 证 明 变 分 不 等 式 或 极 小 问 
题解 的 某 些 有 限 维 盘 近 方 案 的 收敛 性 ， 

我 们 还 应 注意 到 ， 定 理 2 对 于 研究 边 值 问题 的 解 对 加 在 
解 上 (也 可 能 是 单 侧 ) 的 约束 的 连续 依赖 , 也 是 有 效 的 . 
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SA HORM AR UES Wx [4], [6] 以 及 在 
L. Boccardo[L) 中 找到 ， 


$4 进一步 的 存在 定理 


本 节 始 终 假 设 X 是 可 分 自 反 Banach SH], 

可 分 性 的 假设 ， 它 对 于 下 面 将 证 明 的 存在 性 结果 的 普遍 
正确 性 并 非 是 必须 的 ， 实 际 上 必须 看 到 ， 我 们 将 从 8 3 “稳定 
性 ”定理 导出 我 们 的 结果 ， 而 在 此 定理 中 只 允许 有 扰动 集合 
下， 的 序列 ， 为 了 去 掉 这 个 假设 , 代替 定理 2, 我 们 将 依据 关 
TAHI (Ks) 的 类 似 的 稳定 性 结果 ， 

现在 让 我 们 证 明 一 般 的 存在 性 定理 ， 即 我 们 在 第 二 章 最 
后 一 节 中 陈述 的 定理 5。 除 空间 的 可 分 性 外 ， 我 们 现在 证 明 
的 定理 还 假设 4 是 有 界 的 ， 

定理 3 RAK BS ANWAR, BAL BER 
(hemicontinuous) HR, K 是 WAAR. RRE 
KAR, RA AE K 上 满足 如 下 强制 性 条 件 
(do) 存在 woEK M R>0,# [vol <R, t4 

(Av, v-%)>0 HFAA VER, jo] =k, 

则 问题 
(27) uEK, (Au, v-u) 20 WEK 
存在 一 个 解 4. 

证 明 根据 X 的 可 分 性 ， 我 们 可 求 得 K BARER G 
FR ;的 一 递增 序列 ,vo€ Ky, 使 得 

天 一 Un EX 中 的 闭 包 

现 应 用 第 二 章 的 有 限 维 的 存在 定理 ,证明 对 每 一 刀 问题 
(28) Ua EK (Ate, v—-w)>0 VrEK,; 

70 。 


i 


存在 一 解 w, 使 得 
lul<R MBA A, 

4K ER, B 是 出 现在 条 件 (do) 中 的 常数 , 4K AR, RE 
足够 大 的 任意 正常 数 . 

B h EHEH, Xr E XKE E Kr hy nET EN, 

NM, 

设 Zn ER X 

是 一 内 射 (injective) BL}, wn") = Xa, 并 设 
wh: AX b> He 
是 mr RHE, 
Qu", v)=(yle), v=me, y =m" 

RE Ch 一 mi Ky 
是 到 的 一 闭 凸 子 集 , 并 且 有 界 ,如 果 Kr, 是 有 界 的 话 ， 

而 且 , 映射 

A,=a, Am, E" E” 

是 连续 的 ， [事实 上 , m MBX ERREK, AMX 
到 赋予 弱 拓 扑 ( 见 第 一 章 附 注 8) 的 AX 是 连续 的 ， 而 wx MR 
予 拓扑 的 X° 到 A 也 是 连续 的 ,] 最 后 ， 若 Ki 并 因而 © 是 
无 界 的 , 则 由 假设 (do), BANA 

( 412 一 0o) = (Ant, mit — nrto) = (Av, v—%) >0, 
其 中 to= m7 EC Or, 对 所 有 2 HAE v=mcCK, A lv) =k, 
特别 地 ,对 所 有 使 得 |mzl =R Hy CO. 

现在 我 们 能 够 应 用 第 二 章 的 定理 1， 只 要 取 下 =0; 和 
B-{5CE", |xaw|<BR}, 可 得 知 

CEOs, Awly—2)>0 VyEO, 

存在 一 解 2E€0; 门 B, 从 而 un = one 是 问题 (28) 的 一 个 解 , 且 


lu] = [ms] KR, 
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因此 ,我 们 证 明了 存在 一 有 界 的 近似 解 序列 (wn). TEE 
理 的 结论 是 稳定 性 定理 的 一 个 推论 ，] 

附注 4 AMUN ANERER E LAE, WERE 
(hemicontinuity) 假设 必须 加 强 . 事实 上 , 这 时 从 半 连 续 性 
(hemi-) 不 一 定 得 出 4 的 半 连 续 性 (demicontinuity) (参看 
第 一 章 附 注 8)， 其 至 我 们 也 不 能 断定 4 从 K 的 有 限 维 截 面 
KX, (Xn E X HER ARES 2s E) 到 “的 弱 拓 扑 
是 连续 的 . 但 是 , 这 后 一 性 质 在 上 面 表明 A, 连续 性 的 证 明 中 
是 必须 的 。 所 以 , 4 4 有 非 开 的 定义 域 时 , 后 一 性 质 必 须 是 
“预先 的 ”作为 代替 半 连 续 性 (hemi-) 的 假设 . 了 . 

MES 从 第 一 章 我 们 知道 ， 问 题 (27) 所 有 解 的 集合 是 
MASH. 在 上 述 定 理 3 的 假设 下 ,还 可 得 出 此 集合 是 有 界 
的 . EKAR, 这 实际 上 是 明显 的 . BK AR, Wee 
按 范 数 以 出 现在 定理 的 条 件 (do) 中 的 RAR, 事实 上 , Ha 
EQ) NRA |u| > BR, 因 至 少 存在 一 解 色 有 [ul <R, E&i 
解 的 集合 是 凸 的 , 故 存在 一 解闷 有 ul = RB, 由 此 

(Au, 到 一 oo) <0, 

这 与 (d) FH. J 

附注 6 强制 性 条 件 (do) 显然 可 替换 以 更 强 的 条 件 
(di) 存在 wEK, (BS 

(Av, 2 一 00)-> 十 co 4 [vj], EK, 

(参见 第 二 章 $4 引 理 4), J 

对 于 如 下 类 型 的 不 等 式 
(29) wzEX, (Au, v—u)>F(u)—F(v) WeEX, 
现 从 定理 8， 通 过 利用 在 第 一 章 85 和 8 9 早已 讨论 过 的 此 问 
题 的 上 图 形式 , 导出 一 存在 定理 . 

定理 和 DA X El X' ANWAR, PA AI M Xe 
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(hemi-) 的 映射 , 了 是 X 上 的 取 值 在 (一 co， 十 ce] 内 的 下 半 
连续 凸 泛 函 .， 设 4 与 书 满 足 如 下 强制 性 条 件 : 
(do) FÆR>O0E EX, À [vol <R Al Fw) < +00, 使 得 

(Av, v~%) +F(v)—F(%m)>0, WEZ, [vl=R. 

W EAB (29) Ai u. 
附注 ? 条 件 (do) 显然 可 替换 以 更 强 条 件 ， 
(di) 存在 EX, À F(v0) <+00, 使 得 
(Av, v—%) +F (vo) >+, 34 [uv] —> +00, 
(参看 上 述 附 注 6). 

让 我 们 还 注意 到 ,车 了 的 有 效 定义 域 是 有 界 的 ， 则 (do) 
自动 地 被 满足 ， 因 只 人 须 取 具 有 了 (vo) <+ 的 任意 的 vo 而 
RR BK, EBA lol —R aA P(e) = +00, 

定理 4 的 证 明 . 利用 第 一 章 85 和 89 的 上 图 形式 ,问题 
(29) 可 等 价 地 表示 为 


(80)  4EeK, (A%,5-ü)>0 york, 
其 中 A=Ax1 
而 K=epiF 


正如 我 们 从 第 一 章 $ 7 所 知 , 求 上 述 不 等 式 的 一 解 w 只 
ARM K 的 一 向 量 妈 它 是 (80) 的 一 局 部 解 . 

为 了 求 出 这 样 的 一 个 局 部 解 如 = Lu, a], 让 我 们 考虑 辅助 
问题 
(31) GER», (AG, 0—-0)>0 VoE Rs, 
其 中 

Kr=KN(B:XxI) 

={[v, 8BIEXXER, F(v)<B, |v] <BR, a<B<b} 
iF WEA KE RB” Bex Te, 这 里 
Br={vE X, |v] <R} 


是 半径 为 出 现在 条 件 (do) PRR RA X ARR, IT 
I=[a, b] 

是 实 轴 的 一 闭 有 界 区 间 , 我 们 假定 把 它 取得 足够 大 , 这 将 在 后 

面 详细 说 明 ， 

Apt Ae 筷 xR 显 然 有 界 、 单 调 且 半 连 续 ， 而 E 是 
XxXR 的 有 界 闭 凸 子 集 ， 因 此 存在 问题 (31) 的 一 个 解 必 一 
Cu, a] 是 定理 3 的 一 个 推论 ， 

D TEE a= Lu, a] 也 是 原始 问题 (30) 的 一 个 局 部 解 ， 
只 须 证 明 名 不 属于 “ 柱 形 ”Bs x 了 的 边界 ,也 就 是 说 ,有 


(82) (ul <R 和 a<a<b, 
现 设 5 和 8 这样 选取 , 使 得 满足 
(83) a<—coR—01, 


其 中 co>0 和 01>>0, 使 得 
F(v)>—oolo]—a, MFA VEX, 
EAT RES F, 能 够 有 这 种 形式 的 下 界 ], 且 
(84) b> | Avo] (R+ vol) +F(v0), 
vo 是 出 现在 条 件 (do) 中 的 向 量 ， 
现在 让 我 们 把 Ke 解释 为 交 
Kr= (epiFr) N (X XI), 
这 是 由 在 球 Be ZX F= + 00 BHR Pew LAS 
“He” X XIE, TER Fr£too, AW Fr(vo) =F (vo) < 
十 ce， 而 且 , 由 前 面 g 的 取 法 (33), 我 们 有 
a<inf Fr, 实际 上 4<inf Fe. 
[实际 上 , H (83), 有 
a<- on-s — ojo] -—a<F(v), WEA lol <R, 
因此 a<inf Fp, ] 
TE, 由 第 一 章 $ 9 引 理 3 AME 17, 因 名 = [w, a] 是 不 
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等 式 (831) 的 解 , 故 入 是 混合 不 等 式 
(85) uEX, (Au, v—-u)>Fr(u) —Fr(v), 
VrEX, Fr(v)<b 

的 解 , 而且 a=Fr(u), 

在 (85) 中 取 v= vo [注意 由 (34) A Fr(vo) =F (vo) <b], 
我 们 得 出 Fa(w) <+00, 因此 Fru) =F (wu), HUE 
(86) (Au, vo—u) >F (u) —F (vo). 

根据 条 件 (do), h (86) 得 到 lu] <R, 这 就 证 明了 (32) 中 
第 一 个 严格 的 界 .。 剩 下 证 明 关 于 w 的 界 ， 仍 由 (86) 及 和 4 的 单 
调 性 ,我 们 有 

a=Fr(u) =F(u) (Av, v9—u) +F(v0) 
<| Avo] [vol +R) +F), 
因此 根据 5 的 取 法 (34)，wx<8， 另 一 方面 , 正如 已 经 看 到 的 ， 
我 们 同样 有 
a=Fr(u)>inf Fr>a, J 

附注 8 定理 4 从 上 述 定理 3 推导 出 , 但 它 显然 又 蕴涵 
定理 3( 通 过 取 卫 二 0 而 得 到 ) 以 及 第 二 章 的 一 一 定理 4 一 一直 
接 存 在 定理 (通过 取 A=0 而 得 到 ). 1 

关于 象 (29) 这 样 一 类 混合 变 分 不 等 式 的 存在 定理 ，0. 
Lescarre[1], J. Lions, G. Stampacchia[1], F. E. Browder 
[8], [9], R. T. Rockafellar[6] 曾经 给 出 ， 定 理 4 实质 上 归 
FF. E. Browder 上 述 引 文 . 也 可 见 U. Mosco[2], 上面 给 出 
的 证 明 取 自 于 此 ， 

本 节 的 余下 部 分 , 我 们 将 应 用 定理 8, 证 明 Hilbert 空间 
V -AATE K 到 六 内 的 内 向 非 扩 张 映射 

U, Key 

EAS AIETE. 
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回想 一 下 , U RAAB, MRE CK, mE Uv 

属于 某 射线 
v+A(z-v), 2EK,A>0, 

显然 ,任何 到 长 内 的 映射 是 内 向 映射 ,因为 我 们 可 以 
取 z=Uw MA=1, 

如 下 广义 Schauder 定理 , 归于 F. E. Browder[11]. 

定理 5 设 也 是 Hilbert 空间 V -ARA TREK By 
广内 的 一 内 向 非 扩张 映射 , K+, MU EK 内 有 一 不 动 点 
WH, U 的 所 有 不 动 点 的 集合 是 K 的 一 闭 凸 子 集 . 

证 明 从 第 一 章 84 知道 , % 是 口 的 不 动 点 , 即 
. Uu=u 
当 且 仅 当 入 是 变 分 不 等 式 
(87) EK: (dulv—-u)>0 VvEK 
的 一 个 解 ,其 中 

A=I-U, I=V MERE. 

注意 到 如 下 引 理 2, (387) 的 解 % 的 存在 性 , 以 及 (87) 的 全 
体 解 的 集合 的 性 质 ， 可 作为 上 述 定 理 8 及 第 二 章 定 理 5 的 附 
录 工 的 推论 而 得 到 , J 

引 理 2 BU, KEV 是 非 扩 张 的 . 则 映射 .f= 了 I 一口 是 
单调 的 和 Lipschitz 的 , 特别 地 , 是 有 界 的 和 连续 的 . 

证 明 FEBRER ov, w, RIE 

(lo — w|v—w) = | wl —-(Uv—-Uw|v—w) 

> v—w)?— |Uv-Uw] |o—w] 
>(1—e)|v—- w]e, 

REA [Ur —-Uuwl <eo—-wl|. 

Br, 若 口 是非 扩张 的 (c=1), WW ow =I-U JS, 而 
且 
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|Zo- wi = v~ w|?-2(0v -Uw|o—w) + |Uv--Uw|* 
<4[v—w/?, 
因此 .o 是 Lipschitz W., J 
附注 9 BO EMA EERTE Rp e<l), HN .到 
= 了 I 一 DU 是 强 单调 的 .“ 单 调 性 ”与 “ 非 扩 张 性 ” 间 更 精确 的 关 
A, 可 在 卫 . E. Browder [13] f1 Z. Opial[11 中 找到 ， 关 于 不 
动 点 的 构造 ,还 见 F. E. Browder-W. V. Petryshyn[1} [2], 
S. Kaniel[1], 
关于 非 扩张 映射 的 不 动 点 与 迭代 解法 的 一 份 评注 性 的 参 
考 资料 可 见于 D. G. de Figueridofi]. 


§5 RERE 离散 问题 


在 应 用 中 , 变 分 不 等 式 数值 解 的 大 部 分 方法 , 基本 上 可 以 
纳入 我 们 在 本 章 开 头 讨 论 的 Ritz-Galerkin 框架 之 中 ， 

让 我 们 简要 地 概述 一 下 ,下 面 两 点 是 重要 的 ; 第 一 , 得 到 
MER où Co) 的 一 个 逼近 问题 ;第 二 ， 实 际 上 可 以 进行 
ulo) 的 数值 计算 的 一 个 离散 问题 . 我 们 将 开 近 解 ve) 收敛 
至 给 定 问 题解 w《w) 的 收敛 性 的 讨论 推迟 到 下 节 ， 所 以 离散 
化 参数 在 本 节 中 总 是 作为 固定 的 . 

和 §1 一样, 为 了 方便 起 见 ,假设 空间 X HTAA. 

我 们 从 原始 问题 
(88) vwEK. (Au, v-u)>0 VvEK 
开始 , 它 包 含有 一 个 赋 范 空间 X, 一 个 将 ZX RA X* 的 映射 
4 和 天 的 一 个 凸 子 集 K. 

[这 些 都 作为 我 们 的 已 知 资料 来 考虑 ， 然 而 ,同样 的 问题 
可 能 由 于 引入 不 同 的 了 芯 ，4 及 下 而 给 出 不 同形 式 。 一 个 新 
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的 形式 本 质 上 可 以 由 问题 的 原来 形式 产生 ， 也 可 由 技术 上 的 
考虑 而 提出 来 . 
我 们 将 看 到 关于 包含 有 偏 微分 算 子 的 问题 中 常用 的 有 限 
差分 法 的 一 个 例子 .] 
考虑 下 面 一 个 有 逼近 问题 
(39) ure Ky, (Aun, m—-w)>0 VonrE Ky, 
我 们 一 定 要 能 够 方便 地 选择 XA A RE TS X k 
Xn 的 一 个 凸 子 集 Ki. 
[我 们 也 可 以 考虑 映射 4 的 一 个 逼近 A, An  X Bl) X* 
的 一 个 映射 , EUR DM) 包含 Ky, AMENER 
Une Kn, (Anta, M—-W)>0 Vue Ky 
XERMAN, JE X M X° ZA AE. ] 
进而 在 Xi 选择 基 
(40) {pi(@), ++, pr(w)} 
n=m 为 Xs 的 维 数 ， 让 我 们 考虑 与 逼近 问题 (89) 联系 的 ,在 
欧 氏 空间 E" 中 的 一 个 离散 问题 
(41) wer, (Aloru Vote CN. 
这 里 如 是 如上 映 入 本 的 映射 , 0 为 姑 中 的 同 子 集 , 它 
们 由 4 及 天 得 到 ,如 下 所 示 . 


令 nr Eh X 
是 使 E 的 向 量 
= (via 
产生 中 的 函数 
(42) v(a) = otha) 
- 的 内 射 映射 . 
显然 oH") = Xa, 


因而 wa 是 He BRB X, EH —4 GRE BO FH, 
+B. 


人 


因此 ,存在 En 的 唯一 辣子 集 OF, 使 得 ” 
0,0" = Ky 
ER, C'=xr Ki. 
(O 的 实际 确定 事实 上 会 出 现 一 些 困难 , 它 依赖 于 XB 
基 {oo} 的 选择 ,因而 依赖 于 m 的 选择 ， 而 后 者 已 经 被 确定 ， 
关于 这 点 亦 可 参看 下 面 注 10.] 
此 外 ,映射 ma 有 转 置 
mi: X" E” 
HRA X* 中 X, 的 零 化 子 (annihilator), H. 
A = mAn 
为 E RAJ 内 的 映射 
对 于 "所 有 的 向 量 0 及 我 们 有 
CAot |w) = Cac" Ano w*) = (Arr, un) 
= (Az), w3(æ)) 
其 中 UalL) =m", (x) = ary", 
因此 , 向 量 v= (uy) E 厂 "是 离散 问题 (4 针 ) 的 解 当 且 只 当 
函数 u(r) 一 ra 即 | 
(43) (2) = Bi up (e) 
是 逼近 问题 (39) 的 解 . 
[事实 上 有 
(A'u |o — u?) == (Aun, Dr — Un) 
其 中 VA = nv", Ur =m", H a E O* RB Ky Ew 1-1 映 
射 .] 
为 明确 地 写 出 问题 (41), 让 我 们 计算 天 中 向 量 Ah 在 
g~ 的 典范 基 1: 
, a= (Da s=], =e n 
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中 的 分 量 CAP) = (Aeh. sel, n, 

我 们 有 | 

(A'u) a= (art Am" ler) = (Amu, one) 

因为 ares = 92 (x), 
我 们 有 Am), = (Aula), ps(æ)) 

因而 , (Au). 用 wv 的 分 量 ()o 按照 $1 中 所 引入 的 同 
样 的 函数 AL (ul, …, wh) RAH: 
(44) (AM) = At Cui, ++, un) 

(ACE up), P) s=1, =, n, 


因 些 , BEHE CAL) 5 § Ly RRE, BY 
(45) w=) EC", 2 A; (ui, ee, Un) (Vs ug) >0 

| Vor=(v}) EC* 
是 相同 的 . 

在 本 讲义 中 我 们 不 讨论 这 个 离散 问题 的 数值 解 方法 。 

让 我 们 仅仅 指出 车 映射 4 为 强 单调 的 , 则 可 以 用 第 二 章 
的 迭代 方法 . 

另 一 方面 ， 若 4 是 一 个 凸 泛 函 的 梯度 ， 因 而 (38) 的 解 也 
是 在 尺 的 一 个 凸 子 集 上 使 一 个 凸 函数 最 优化 的 向 量 , NU (88) 
的 数值 解 可 用 点 优化 中 几 个 有 效 的 方法 之 一 来 进行 , 例如 , 参 
看 J. Oca[2], 

对 线性 的 区， 象 线性 规划 典型 方法 那样 的 主 元 方法 
(pivoting methods) 亦 可 尝试 ， 我 们 将 在 本 章 最 后 一 节 看 到 
这 方面 的 一 个 例子 ， | 

附注 10 在 离散 问题 (41) 与 逼近 问题 (89) 的 联系 中 , 欧 
开 度 量 及 典范 基 e= (Oaa … 所 起 的 作用 可 以 由 任意 的 内 
Bl.) 和 相对 于 该 内 积 的 任意 正 交 基 取 代 . 这 种 改变 自然 
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地 影响 映射 ma Be ERY SE at, PIE nf R 中 的 子 集 0* 
RE RAB ONRES À, 

因为 离散 问题 (45) 将 要 被 修改 ， 因 此 新 度量 和 新 基 的 适 
当选 择 可 以 使 (45) 的 实际 数值 解 易 于 进行 ， 关 于 这 点 , 让 我 
们 重 温 第 二 章 § 3 附注 8. 

[映射 on 仍 是 RSI X ARRERA, EEE 如 中 选 
择 的 新 基 C PREE a 产生 Xr HUE (40) AR où 因此 
对 任何 ER", mo 再 次 由 (42) 给 出 , 其 中 (of) R E 0" 
在 基 C) 内 的 分 量 ， BATE O =u; Ky 只 根据 ws 的 变化 
而 变化 , 但 映射 A= och dors 也 受 转 置 wi 所 依赖 的 度量 的 变 
化 所 影响 ， ERR O RA KSE Col), (tq BUTE SE RY 
的 新 基 取 的 ， 则 离散 问题 仍 由 上 面 的 (45) 给 出 ,其 中 映射 4 
和 以 前 一 样 ,] 1 | 

附注 11 MAEX LEA (M)SE FA DE}, 
我 们 知道 变 分 不 等 式 (38) 刻 划 了 极 小 问题 
(46) “EK EK EH FH 
的 一 个 解 u, 

这 提示 我 们 可 以 由 逼近 问题 
(47) meK, EK, bt FR), 
来 直接 解 极 小 问题 (46)， 因 而 ， 只 要 在 Xr 中 选 好 基 (ot). 就 
可 以 数值 解 离散 欧 氏 问题 
(8) co HO EH FRA, 

这 里 Om Kn, FF, BI 

FO, ++, DEE vip), o's (WE E", 
注意 , 与 上 述 离散 极 小 问题 联系 的 离散 变 分 不 等 式 , 即 
PE, (VF (vu) ru) VEO . 
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与 变 分 不 等 式 (45) 是 相同 的 , 其 中 
A} (uh, +, uh) = (DF (E upi), ps) 
即 我 们 可 由 离散 化 与 原来 问题 (46) RRMA KMS 
u€K, (DF(u),v-w)>0 WEK 
来 得 到 上 述 结果 . 
事实 上 ,我 们 有 
VF =a DFx 
TAF me, 0" JR onu > up, ik VF Cu) Ew 
典范 基 e RUES 
Du" DE (VF?) le) = (DFE mpi), pi) 


给 出 .因此 Riesz-Galerkin 离散 化 及 极 小 问题 的 弱 特 征 是 
“可 交换 ”的 运算 ， 


$6 AREE IL. 通 近 解 的 收敛 性 


为 了 使 逼近 解 uz) 收敛 到 原始 问题 的 解 v(2)， 我 们 现 
在 给 出 映射 4 及 逼近 凸 集 Ks 所 需 附 加 的 条 件 . 

如 稳定 性 定理 所 示 , 序列 (w《w)) 所 期 望 的 最 自然 的 收敛 
性 是 在 空间 X Eux) Rule) 的 弱 收 敛 性 ， 以 及 经 A 作用 
同时 使 得 型 4 一 4w wu) 收敛 到 零 ， 正 如 我 们 在 8 3 所 
说 ， 对 于 按 定义 为 类 型 (9 的 全 体 映射 类 来 说 ， 则 立即 得 到 
Un (a) 到 u(x) 在 空间 X 依 范 数 的 收敛 性 ， 

然而 , 让 我 们 注意 ,我 们 不 能 象 在 方程 ke- 了 类似 的 if 
近 一 样 , 得 出 同样 类 型 误差 fu] 的 估计 . 关于 这 点 参看 下 
面 注 15, 

考虑 到 第 二 章 的 有 限 维 存在 性 定理 ， 我 们 可 以 用 一 个 构 
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造 性 的 ”存在 性 定理 的 形式 陈述 $ 8 的 稳定 性 定理 ， 这 样 更 适 
合 我 们 现在 的 目的 . 

定理 6 SAEM XARA X* WAR, 严格 单调 和 
半 和 连续 的 映射. 

令 玉 是 于 的 一 个 闭 凸 子 集 K +O, (Ki) Æ X RHE 
限 维 闭 凸 子 集 的 序列 , 使 得 根据 人 $ 2 定义 二 有 

K=limK, €£XH, 

进一步 假设 下 述 强制 性 条 件 成 立 ， 

存在 WEf Ka, 使 得 
(dz) (Av, v—1%9)—> +00 3% joj 十 co 时 ， 

则 对 每 个 罗 问题 

meEK, (Aw, va—us) 0 VE Ks 
存在 唯一 解 并且 问题 
uCK, (Au, v-u)>0 WEK 

存在 唯一 解 u, 

FE, un 在 XP RMD u, 以 及 (Au — Au, un —u) 收 
Si 

推论 ”此 外 , 若 4 是 类 型 (8) 的, W en HE X PR 
LA 

证 明 —BRAEM TAR ES ww 的 存在 性 ， 
定理 6 就 化 为 定理 2 的 特殊 情形 。 对 于 每 个 给 定 的 思 将 定 
理 8 应 用 到 映射 4 及 集合 Ky, MUER a HEEE ER 
们 仅 注 意 到 , Æ Kr 是 无 界 的 , 则 在 定理 8 中 所 需要 的 强制 性 
HER), 现在 是 我 们 给 出 的 假设 (61) 的 明 最 的 推论 (参看 上 
述 注 6， 序 列 (ww) 的 有 界 性 是 (9 的 进一步 推论 : 事实 上 , # 
为 出 现在 C0) 中 的 向 量 , voE Ks, AW, 对 每 个 六 
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(Aus, Un — Vo) KO, 

由 (di), 这 明显 蕴含 了 序列 (uw) 在 X 中 是 有 界 的 . I 

附注 12 定理 6 的 假设 (9) 特 别 要求 逼 近 集 Ka 有 一 非 
空 交集 . 

避 开 这 个 假设 的 一 个 更 一 般 的 条 件 ,可 在 例如 U. Mosco 
[4] 中 定理 3 找到 ， 亦 可 参看 下 面 的 注 . 

附注 18 ”定理 6 的 条 件 (G1) 可 换 为 关于 4 的 下 述 假设 : 
存在 一 个 在 0+ 连续 且 严 格 增加 , 并 满足 7(0) 一 0 Je r->+ 00 
时 7 (r)—>+ 00 的 函数 

y: [0, +oo)k T0, +2] 

使 得 | v—wly(lo—wl])<(Av—Aw, v—w) v, wEX. 

特别 注意 , 这 种 类 型 的 映射 4 满足 定理 6 推论 指出 的 性 
质 (s), 参 看 88 注 2. J 

附注 14 在 定理 6 中 考虑 的 返 近 解 要 求 准确 地 满足 原 
始 的 不 等 式 ， 这 对 应 于 映射 4 在 逼近 问题 中 保留 不 变 的 事 
实 . 然而 , 亦 可 同时 考虑 A MB, 关于 这 点 , 重 温 $3 注 2.] 

如 我 们 开头 所 说 , 与 本 节 有 关 的 问题 是 冯 近 解 ww 到 原始 
问题 解 必 的 收敛 性 ， 在 这 方面 ,上 述 定理 6 的 意思 是 ,对 于 包 
含 在 定理 中 所 考虑 的 类 型 的 映射 4 的 不 等 式 , wu Eu HR 
强 收敛 性 的 证 明 化 为 在 S2 的 意义 下 , 逼近 集 K, 至 原始 问题 
的 凸 集 的 收敛 性 的 证 明 。 在 某 些 情形 ， 玫 一 lim Ky 的 证 
明 可 以 用 $ 2 给 出 的 一 般 收敛 性 结果 得 到 , 或 在 特殊 情况 中 
马上 直接 得 到 . 

现在 考虑 一 些 例子 : 

(a) Ritz-Galerkin 逼近 上面 指 出 第 一 种 情况 的 一 
个 例子 是 : 一 个 具有 非 空 内 部 的 凸 集 的 Ritz-Garlerkin 类 型 
的 内 逼近 ， 在 此 情形 , 在 空间 X 给 出 一 个 原始 的 凸 集 玉 ， 双 
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E E P: 


近 集 K; 简单 地 选 为 K WA RAR 
K,=KNX. 
Rh NEX WAHRT SAS, HE X= UX 
的 闭 包 ， | 
因此 我 们 由 $2(e) 知道 ， 我 们 有 Ka BK Mist, A 
T, 在 定理 6 的 假设 下 , €K 的 内 部 是 非 空 的 , 我 们 有 ww 至 
u EEM 6 意义 下 的 收敛 性 ， 
车 K 是 空 的, 则 可 用 在 $2(a) 指 出 的 类 型 的 条 件 进行 验 
dE. 
(b) Sobolev 空间 的 内 逼近 ”一 个 典型 的 (例如 , 有 限 元 
方法 ) 一 般 内 逼近 格式 , 可 如 下 描述 ， 
K ÈX HPA. 
(VY 是 一 个 有 限 维 空间 的 序列 . 
WHE A, LE VAUT, 
假设 对 每 个 及 存在 一 个 内 射 映射 
Ph Vex 
及 一 个 映射 M Xey 
使 得 以 下 全 及 人) 成立 ; 
1 (i) BUICK HET, 
Gi) |? 一 Porio|->0 ”对 每 个 VEK. 
在 这 些 假设 下 , 若 
K,=P,1 
显然 有 K=limK, #X t, 
不 同 于 例 (a), 这 个 格式 要 求 收敛 条 件 G) 在 所 处 理 的 问 
题 中 必须 直接 核对 , 我 们 现在 看 这 类 逼近 的 一 个 经 典 例子 ,， 即 
Sobolev 空间 H3(Q) MASE, Ab, 也 和 在 下 面 小 节 (@) 给 
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出 的 Sobolev 空间 ACO) 外 剖 近 的 例子 一 样 ,可 参看 J. Oca 
[1], J. P. Aubin [1-5], F. DiGaglielmo[1], 
例 1 HA) 的 内 通 近 
这 里 卫 一 瑟 ;(Q)， 其 中 介 是 启 的 有 界 开 子 集 ，H3CQ) 
EQ 上 所 有 使 得 vEZ2(9) 且 对 每 个 $=1,…, n, 9 的 广义 
导数 ve, 也 属于 LO) 的 实 函 数 v(w) 的 Sobolev 空间 ， 
2 一 (ci +, Gy) ER, 
HO) 是 带 有 范 数 
n 1/3 
Jolma =( olen +t |e Eco ) 
的 自 反 Banach 空间 ， 
给 出 一 个 离散 参数 
h= (hy, ++, hy), 及 之 0 对 每 个 名 
我 们 现在 定义 一 个 内 射 映射 
Py; Vir X, X, E X=Hi(Q) 的 子 空间 ， 
其 中 瑚 是 一 个 和 ou 维 向 量 空间 , mw 依赖 于 天 及 给 定 的 Q, 
让 我 们 考虑 ， 


aH 一 实 区 间 | -去 , 去] 的 特征 函数 


aE) £ 


| 
| 
0 4 
2 


COTES i 


ara (E) = — HE IR Be” BR Be 
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对 于 任意 的 多 重 指标 9= (a oy dut, Qa) GEN; Va, 
令 


gh (2) = axa (n) ara (条 -4 area ( 大 =q), 
即 是 支 集 为 中 心 点 


Q= (gala, ++, Gils, +++, nln), 
“ 棱 长 "是 2h= (2h, ce, 2h, ++, Qin) 
的 “mn 维 立 方 体 ” 
{X= (X): (quus X: (qti) h, ¢=1, ++, n} 
ÉJ n RE R BE 


o 


Ce, QtDhy rs) 


as 


Q = PAE 
supp p20 
的 多 重 指标 9= (01, +", Qn) 的 集合 , 及 
2 一 局 snpp pi 
注意 (2) EH3(Q) 对 每 个 gE 
V'=V"(Q) 一 所 有 实 向 量 
= (wiece 
的 空间 ; 
映射 Pi, Vr=Vr(0ÿR X = Hi(0) 
由 Pyvb=on(@) = Doi), = (ace 


给 定 , 即 
vls) 一 p> D otlara (FE ha -qY aa ( i -9 省 


X,=P,V*(Q), 由 基 函 数 
pila), gEQ* 

生成 的 X = HQ) 的 子 空间 ， 

因为 P; 显然 是 内 射 映射 , V R X, 是 辣 构 的 , HAAS 
叙述 中 它们 确实 是 等 同 的 ; 

映射 rn X=Hi(QOPVI-7*(0) 
它 把 函数 v(z) 与 向 量 de ace 联系 起 来 , 后 者 第 g 个 分 
量 


Cr (ecto 
"Tee ayn Meda 
是 "2) 在 区 域 
fo- (a); (4-5) ha <( get +) hi 4=1, 可 
TETI 
. 8° 


v(x) day:+-da, 


主要 的 逼近 结果 可 综述 如 下 ， 
引 理 3 对 每 个 2€H3(8), Parv E HiO) 及 
|o~—Prr*oll moa, 一 0 当 |1%|->0. 
推论 # X-H5(0) KR X;,-P,V"(Q), W 
X =lim X,, 
推论 2 车 
K={vE H(A); v>0 a.e. 在 Q 内} 
Z K,-P,1?, Lh= {= (op) €V*(Q"), 0 Va} 
到 K=limk, # Hi(Q) 内 . 
APUZ |v- Pool 的 估计 ,人 参看 上 面 提 到 的 文章 ， 
(c) Sobolev 空间 的 外 逼近 到 目前 为 止 所 提 及 的 例子 
部 在 共同 的 特性 , 即 集合 K 由 包含 在 K 内 的 集合 Ky BE, 
它 强调 了 我 们 使 用 内 逼近 这 个 词 的 根据 . 
AM, 容易 改写 格式 (b) 为 通 近 和 集合 K, 不 要 求 包含 在 下 
内 的 更 一 般 情况 
诚然 ,用 条 件 
(ii) Æ wy€ Pa,LY, Hh (LY), 是 (7 的 一 个 子 序列 ， 
ME V Xp paR vCX, Muck 
REA 已 就 足够 了 , 
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事实 上 , 这 个 条 件 与 上 述 条 件 (i) 一 齐 等 价 于 极限 
K=limP,I> X +h, 

昌 然 不 很 合适 , 我 们 仍 可 以 称 这 类 逼近 为 一 个 外 逼近 . 

如 所 周知 ， 偏 微分 算 子 逼近 的 有 限 差分 法 可 以 放 入 刚才 
我 们 指出 的 外 逼近 的 框架 之 中 。 作为 它 的 一 个 例子 , 让 我 们 
简略 地 描述 Sobolev 空间 HICA) 的 外 逼近 ， 

例 HO) gE 

让 我 们 考虑 : 

对 每 个 5 一 I，…, n 配备 范 数 

Jolio = Co lo, + loela) 

的 空间 [A] vE): vn ELAY 

所 有 向 量 函 数 

Vv) = (ole), +, Un(@)), vila) € LEAO] i=, =n, 
具有 乘积 拓扑 的 乘积 空间 
X =[I[H*(9)], 

包含 在 X 的 对 角 线 的 闭 子 空间 

Xo= {V2) = (V2) hu %=vE HO), i=l, e, n) 内 ， 
我 们 将 把 空间 HO) BR Xo t, MH HH v(w) E 
HA) 看 成 与 向 量 函 数 

UC) = (vle), +, (ww)) EXN 

一 样 , 

“在 i 方向 光滑 ”的 ww 维 帐篷 函数 . 
Pima ( En) t-a) a(n) 
i=l, =, 其 中 9 一 (qu +, On) ELEM, aE 是 前 面 
例子 考 嵌 的 一 维 帐篷 函数 ， 
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[PAS] 
wz, 


pa) KSA TE Q= (quilts, +, Onlin), BROT 
向 外 所 有 方向 楼 长 为 为, ME à SMREK Oh, BY n HET 
体 ” 

supp py (s) = {= (CAN (a- 5) A, <2,<( uty) hr, 

r=1,-, à—1, i+1, e,n, (a= Dha (q+ LY} 

Q%: 一 所 有 使 得 中 心 在 @= h), ERTH BE” A 
2h, 的 “十 字 区 域 ” 

U supp gj’ (e) 

包含 在 2 内 的 多 重 指标 9 = (Qu, +, Qn) 的 集合 ， 
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H Qu U (supp et), 


ge Qe: ft 
显然 ,对 每 个 i 一 1 e,n, 
P'(&)ELH (QT, 对 所 有 gE Qu; 
Ve 一 Vwi《9) 一 所 有 实 向 量 
y’ == (0D) ac Obes 
的 空间 ; 
映射 
B= (Pi on = Veu (O) X =T LHO)]; 
v P= Prt”, ee, Panoh) 
其 中 ,对 每 个 =1，…, n, But 
Pu; Vaste [EON 
由 Puv=on(s)= D vipilo), = (acon, 
给 出 ， “_ 
X= PV. (Q) 是 X= TILE" 2)), 的 子 空间 ， 它 由 基 
HER 
pate) = Cra), +, ph(x)), JE 
生成. 
BA, PE PQ) E X, 上 的 一 个 同 构 ， 它 将 X= 
[RX09)]4 的 向 时 函数 
Vals) = Pivot = (vnw), "+, Unn(@)) 
(其 中 one) = Puoh, di, +, n) 55 Va, (Q) ATE oF 相 联 
R. 
Ba, RIMA EARR ole) ELO) 5ye (Q) 
的 向 量 
= (00) ge Oe 
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相 联系 的 映射 , 后 者 第 9 个 分 量 由 oe) 在 区 域 
{o= (ae (a5) h<a<( at) hy, di, ++, a} 

上 的 平均 值 给 出 . 

EmA &ocHi(Q), HEA i=l, e,n, Pave 
[H*(2)], 及 

lo — Purolan 0 当 | 中 | 一 0. 
引 理 5 G 从 一 (oaeexs， 且 假设 对 每 个 4 一 二 e,n 
Ui(œ) = Pv" 

当 | 及 |->0 时 ,在 [HO] 中 弱 收 敛 于 一 个 函数 u, 

则 有 

u(æ)=v(z) a.e. 对 所 有 i=l, …，%， 

其 中 olw) 属于 EKO). BS, vie) = P, 当 |h| ONE 
X -JILE O) BRUT D(a)— ola), +, 0(2)). 

推论 1 $ Xox HQ), Ar 为 由 基 向 量 函 数 p(w), YE 
@ 张 成 的 X —[ILH*(0)] 的 子 空间 , 则 当 |40, 有 

Xo=limX, ÆXH 

推论 2 &K-{vCHi(Q), v>0 a. e. 在 从 内 } 为 与 

Xh# KSB HRS, A 
K,-P,L, T= {08 = (vise: 420 Va} 
则 当 [h|->0, 有 
K=limK, EXA 

(@) 投影 方法 “到 这 里 为 止 所 讨论 的 逼近 方法 可 以 称 为 
内 射 类 型 的 ,它们 基于 某 些 有 限 维 空间 oA X 的 适当 的 
内 射 映 射 Pa, Ti Pate o Aa FR LÀ XH Bik 
的 凸 子 集 Ki. 
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然而 ， 一 种 概念 上 不 同类 型 的 允 近 也 是 可 能 的 ， 它 基于 
X WRB) 了 的 一 个 有 限 维 子 空间 Xr 上 的 某 些 投影 映 射 Pi. 
在 这 情形 , 映射 P; 把 给 定 集合 五 RSX, 中 的 逼近 Ks 上， 
这 些 方法 最 自然 的 装置 包括 一 个 Hilbert 空间 X, —f 
À 的 有 限 维 子 空间 Xr 的 增 序列 (其 中 LU 人 xs 在 X 中 稠密 )， 


UR, MH hh, X 映 到 X, 上 的 正 交 投影 Pr. 

GA X RB) X ARH, KX KARRG 
子 集 , 则 问题 

uCK, (œulv-u)>0 WEK 
可 由 问题 序列 
UEC Ka: (iulu-w)>0 Vu ER, 
逼近 , 其 中 PP Py 
是 Kr BRA X, 的 一 个 映射 , E 
K,=P,K 

是 XX; 的 (有 界 ) 闭 同 子 集 ( 参 看 $2(4)). 

注意 上 述 逼近 问题 是 在 子 空间 Li 内 的 ， 然 而 它 的 解 Un 


与 问题 
MEK: (Auron) > Vone Ka 


的 解 在 空间 XB, 事实 上 ,我 们 有 
Cul) = (Pr Pu w) = (8 Pru] Prw) 
因而 (Lnn wn) = (om lan) RFA, EX. 

所 以 , 由 于 现在 考虑 到 在 823(e) 所 说 明 的 收敛 性 结果 , E 
近 解 ww 的 收敛 性 证 明 仍 然 依 赖 于 定理 6， 对 于 这 点 的 更 详细 
的 讨论 ,例如 , 可 参考 作者 的 文章 [ 锯 的 命题 3.1. 

在 Banach 空间 中 解 包含 非 线性 算 子 方程 的 投影 方法 被 
许多 作者 广泛 地 探索 , 这 里 指出 F. E. Browder[10][12], F. 
E. Browder 及 W. V. Petiryshyn [1] 及 R. I. Kachurrovskii 
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的 评论 文章 [3]， 在 其 中 可 找到 这 个 课题 的 进一步 参考 文献 
亦 可 参看 D. G. de Figuerido[1], 
附注 5 ”包含 线性 映射 4 的 方程 Au=f IH Ritz-Gale- 
rkin 方法 中 ,误差 lv 一 如 | 通常 的 估计 是 基于 不 等 式 
|u—wal <O dist(u, X»), 


Xr X WF SN, BIC un AT Xn RM, 这 个 估计 式 对 
变 分 不 等 式 一 般 是 不 对 的 ， 甚 至 关于 凸 锥 的 内 逼近 的 情形 也 
如 此 . i 

这 可 用 G. Strang 
给 出 的 下 述 例子 来 考 
察 : u=0 是 在 欧 氏 空间 
E? HSE Tif >0 上 
使 距离 泛 函 

F(o)= joz], 

v=(04, Va) CE, z= 
《一 1,0) 极 小 化 的 向 量 ， 
而 4 一 (0， —h) 是 对 一 
个 给 定 的 >>0， 使 了 Cw) 在 如 图 描述 的 凸 锥 Ky EBRD 
FE, 

这 样 , [uw] =h, MX FN ADO, dist(u, Kah, 


§7 对 偶 变 分 不 等 式 和 互补 系 


众所周知 , 变 分 学 和 最 优化 理论 中 许多 极 小 问题 , 可 以 有 
一 个 关于 “对 偶 " 形 式 的 互补 系 .关于 这 个 事实 ,我 们 在 这 里 仅 
指出 参考 书 ， 例 如 ，A. M. Arthurs[1], J. Stoer-Witzgal 
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[1], J. Oea[2], Robinsonf1], Moreau[2], U. Dieter[11, 
[2]. 

对 于 变 分 不 等 式 , 也 是 这 样 ,可 以 给 出 解 的 许多 “对 偶 ” 特 
征 , 它们 主要 是 基于 分 离 定理 或 最 小 -最 大 定理 , 茶 些 这 种 对 
偶 方法 的 讨论 ,可 以 在 上 面 所 引 的 J. L. Lions, R. Glowinski, 
R. Tremoliéres 中 找到 ， 

正如 我 们 将 在 下 面 看 到 的 那样 , 至 少 在 原则 上 , 总 可 以 将 
空间 X 中 任意 给 定 的 变 分 不 等 式 一 一 “原来 ”的 不 等 式 , 与 
社 " 中 的 一 个 变 分 不 等 式 一 “对 偶 ” 的 不 等 式 , 按 如 下 一 种 方 
ARREK, M, X 中 向 量 4% 是 原来 的 不 等 式 的 解 ， 当 且 仅 
2X" hal u= — du 是 与 之 相 联 系 的 对 偶 不 等 式 的 解 , 但 
是 , 在 实践 中 , 求 对 偶 不 等 式 的 显 式 本 身 , 常常 可 能 是 一 个 困 
难 的 问题 ， 

我 们 将 首先 考虑 凸 锥 上 的 变 分 不 等 式 ， 这 时 , 我 们 想 要 
的 对 偶 格 式 , 就 变 得 特别 简单 , 并 且 , 原来 的 和 对 偶 的 不 等 式 
两 者 , 利用 所谓 的 (广义 ) 互补 系 可 以 较 对 称 地 玫 示 ， 

BM Sip bie XX ZX" HER, HE X PH 
点 为 0 的 一 个 凸 锥 , z 是 变 分 不 等 式 


(48’) zEH, (Mz,w-2)>0 YwCH, 
的 解 ， 

MES 2, = — Me 是 问题 
(48*) EH, EH*, (z, 2) =0 
的 解 ， 


事实 上 ,将 wz+v(v 是 五 的 一 个 任意 的 向 量 ) 代 入 
(48), 我 们 发 现 
(Mz, v)>0 WEH, 
这 就 是 说 , CH", Webb, DEA (AS 中 将 向 量 w MUR 0, 
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BE EUR 2, 我 们 发 现 , 分别 有 
(Mz, —2)>0 和 (Mz, 2)>0, 

因此 , Ce”, 2) —0, 

AZ, MR EN 2, 2 一 Mz 适合 上 面 的 (48"), 则 对 于 每 
一 个 we H, RNA | 

(Mz, w—z)=(—2", w—2) =(—2", w)>0, 

HA € H*, 

因此 , 我 们 证 明了 下 面 的 : 

引 理 6 ZMAX RAX HEER, HAX SH 
点 为 0 一 个 凸 锥 .向量 2 是 变 分 不 等 式 

2CH, (Mz, w—z)>0 YweH 

的 解 ， 当 且 仅 当 偶 对 和 
= — M: 是 问题 

-z€ H, “EH, 

(2*, 2) =0 

的 解 . 

现在 我 们 假定 映射 
M X PRB) X° by 1-1 
映射 ,并 且 我 们 定义 映射 

M, X'bX 


为 
(49) Mw = — Mi(—w) wEX", 
应 当 指出 , 4M 是 线性 时 , MM, 我们 还 假定 五 是 顶点 
为 0 的 闭 凸 锥 ， 那 么 , MRR H 在 并 中 的 配 极 锥 记 作 
H”, BẸ 
H” = {26 X, (z, 2°)<0 VS CH}, 

基于 凸 集 的 分 离 定理 , 可 以 简单 地 证 上 明 

ea 97° 


a =H. 

由 于 关系 

g = — Mz, 

显然 等 价 于 z= — M's", 
对 映射 M Ast Aw As 6, 然后 对 M 和 五 ”再 应 用 
一 次 引 理 6, 我 们 得 到 下 面 的 ; 

定理 了 R MEXR X* EA i-i Ryt, AA Xp 
顶点 为 0 的 一 个 闭 凸 锥 ， 如 果 M 是 由 (49) 给 出 的 X° RY 
X 上 的 映射 , 如 "是 五 在 六 "中 的 配 极 锥 ， 则 下 列 三 个 问题 
是 等 价 的 : 
(i) 2€H, (Mz, w-2>0 VwCH 
Cii) EH", (Me, w—2")>0 vw EH 
Gi) 2CH,FCH*, (,2)=0, MecM" Be 

= Mz, WN, z= 一 人 2 
附注 16 WR M-DF, FE X LH-P+OER, W 
= — DE —2), EX, Kb PE F See CU 

82). ch, ER 7 HOME G) A Gi) 3} A RM EE. 
(i) Æ H E, eRe Fw), 
(ii) 在 — A” E, 2 极 小 化 Fw"). 
上 述 的 问题 (i) 和 Gi), 在 例如 Fenchel 对 偶 性 定理 的 意义 下 
ÉTÉ, BS R. T. Rockafeller[21. 1 

MELT 设 wo 是 于 的 一 个 给 定 的 向 量 , AX RB 
X 上 的 一 个 给 定 的 1-1 映射 ，4 象 (49) 中 那样 定义 ， 如 果 
我 们 应 用 定理 7 于 映射 

Me=A(z+), 2€X, 

那么 ,我 们 发 现下 列 的 问题 是 等 价 的 . 
(i) UEwWt+H, (Au, v—u)>0 YoCutH 
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(ii) ut Ht, (Auto, v'-w)>0 vo EH" 
Gii) u—wEH, EH", (u, u—%)=0, 假定 
u= —Au, B, u=—A’u*, 

其 实 只 要 做 变量 变换 2 一 w 一 vo MITT. I 

当 X=RreX", HA AKA" ER 的 非 负 的 卦 限时 , 象 
ERG) RAR, 在 文献 中 被 认为 是 互补 系 (compleme- 
ntarity systems), 当 履 是 R" 映 入 自身 的 仿 射 映射 时 ， AR 
性 的 互补 系 ,在 一 般 情形 下 ,为 非 线 性 的 互补 系 ， 它 们 出 现在 
最 优化 和 对 策 论 的 许多 问题 中 , 以 及 在 几何 或 物理 的 应 用 中 ， 
并 且 曾 被 许多 作者 研究 过 ， 见 R. Oottle-I. Dantzig[1] [2], 
R. Cottle[1], O. E. Lemke[1], S. Karamardian[1], 在 那 
里 可 以 找到 关于 这 些 系 及 它们 的 应 用 的 进一步 的 参考 文献 . 

在 这 些 文章 中 ， 给 出 了 线性 和 非 线性 互补 系 的 数值 解 的 
许多 算法 . 

这 些 算 法 , 主要 是 基于 适当 的 主 元 技巧 , 这 样 , 也 可 以 用 
来 求解 西 锥 上 的 离散 变 分 不 等 式 ， 在 下 面 的 8 8 中， 我 们 将 
看 一 个 例子 ， 

反 过 来 ,为 了 得 到 较 一 般 的 存在 性 结果 ,将 互补 系 归结 到 
变 分 不 等 式 , 从 而 归结 到 不 动 点 问题 , 可 能 是 方便 的 .此 外 ， 
从 算法 的 观点 来 说 , 这 种 归结 也 是 富有 成 效 的 ， 因为 这 使 得 
有 可 能 利用 迭代 法 求解 ， 关 于 在 有 限 维 空间 中 变 分 不 等 式 与 
互补 系 之 间 的 关系 ,更 详细 的 讨论 ,我 们 指出 参考 上 面 引 过 的 
Karamardian, I. Dolcetta[1], J. Moré[1]. 

与 凸 规划 相关 的 变 分 不 等 式 ， 也 被 0. G. Mancino-G. 
Stampacchia[1] 研究 过 (从 计算 观点 的 研究 ). 

上 面 考虑 的 凸 锥 上 变 分 不 等 式 的 对 偶 性 ， 是 下 述 类 型 变 
分 不 等 式 (50) 的 一 般 对 侦 格 式 的 一 个 特殊 情形 ;. 
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(50) uEX. (Au, v—-u)>F(u)-F(v), VoEX, 
Et, FEREZA X LA PRES IR, 其 值 在 (一 cc， 
十 co] 中. 

在 这 种 情形 ,对偶 的 变 分 不 等 式 可 写作 ， 

(51) w EX (Au, o*u) aF lu EF, vw EX", 
其 中 , A 象 (49) 中 那样 定义 , FY ft FAY Young-Fonchel # 
SE, M $ 2, 

可 以 证 明 : 一 向 量 " 是 (50) 的 解 , 当 且 仅 当 向 量 
(52) u*=— Áu (BI, v= —A’u*) 

是 (51) 的 解 。， 此外, fu Alu" 同时 由 Young-Fenchel 恒 等 
AIR, 

(58) F(u)+F*(u*) =(u*, u), 

其 中 , u Alu 互相 关联 如 上 述 (52) 中 那样 ， 

ROP Wy X hh HE NH AU aR A On (M 82), MT 
Fe (On) = One À H E X* 中 配 极 锥 五 * 的 指示 函数 ， 这 便 
得 到 定理 7 的 特殊 情形 . 

[附注 17 WARE, gR h F= dnin, MI F*(w*) 
= 8 (w") +(w", Vo) 所 给 定 ] .更 详细 的 讨论 可 参考 U. Mosco 
[7]. 

附注 18 MAMIE G 的 微分 时 ， 则 对 偶 问 题 
(50) (51), 在 Fenchel 对 偶 性 定理 意义 下 , 刻 划 一 对 对 偶 的 极 
值 问题 , 见 R. T. Rokafeller[21. 

4 X ET Hilbert 空间 时 , X'eX, A=X Ay tafe 
射 , 则 上 述 的 问题 (50) (GDF Hy B58), 与 由 J. J. Moreau 
[2] 引入 的 所 谓 近似 映射 (Proximity mapping) 相 关联 ， 

这 种 类 型 的 对 侦 格式 , 应 用 于 证 明 解 的 正则 性 , 曾 被 
l. Brezis[4] H., J 
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附注 19 对偶 不 等 式 (51) 的 显 式 形式 , 需要 知道 逆 映 射 
AT AFP EE FP". 特别 是 ,即使 对 于 “简单 的 ?~ 了 了， F 的 计 
算 可 能 是 一 个 困难 问题 ,但 是 ,这 节 中 所 描述 的 对 个 格式 , 可 
以 按 具体 情况 修正 , 在 完成 对 偶 形 式 之 前 ,在 原 问题 中 做 一 种 
“变量 变换 ”, 在 某 些 情形 下 , 这 导致 比较 更 可 行 的 4 的 “部 分 ” 
反 演 和 了 的 对 偶 化 ， 对 偶 极 值 问题 , 事实 上 曾 被 R. Teman 
[1 根据 R. T. Rockafeller 给 出 的 Fenchel 对 偶 性 定理 的 广 
义 形式 , 按 这 些 方 式 研 究 过 ， 一 个 类 似 的 得 到 对 偶 变 分 不 等 
式 的 方法 , 见 M. Matzeu[1], J 

在 下 面 一 节 中 ,我 们 将 应 用 上 述 的 对 偶 格式 于 第 二 章 $1 
提出 的 “障碍 问题 ”并 且 我 们 将 借助 它 , 给 出 解 的 数值 逼近 的 
一 个 方法 . 

就 这 方面 来 说 ， 我 们 还 要 指出 ， 求 得 对 偶 的 不 同 的 方法 
(主要 是 基于 最 小 -最 大 技巧 )， 也 曾 被 J. Oea-R. Glowinski 
[1], [2], J. Oea~R. Glowinski-Nedelec[1], M. Nedlec[1], 
J. F. Bourgat[1] 应 用 于 第 二 章 $1 WOM LA. ah 
见 J. Cea[21, 


$8 例 


我 们 考虑 第 二 章 8 工 ( 例 8) 的 障碍 问题 
UE AQ), u>p 在 2 中 (站 平 处 处 ) 
alu, v—u)>0 Vu Ai), vd fe OLEAN), 
其 中 , au, v) 是 Dirichlet 型 
alu, v) -$ | os da, QTR 
EVE Ha) 中 的 一 个 给 定 的 函数 ， 
e101. 


我 们 处 在 上 节 附 注 中 所 述 的 这 样 的 情形 ; 

X=Hi0), 

A=—4 HQ) HHA), 

H= {we HQ): w 之 0 在昌 中 (几乎 处 处 )}， 

H= {rE HA); t WE <0}, 
此 外 ， 
A =A =G, HO H} O) & Q rh Dirichlet 问题 

的 Green SF, 对 于 H(Q) 中 任意 的 测度 zz 位 势 . 
v(æ) =G(a) 


由 下 式 给 出 ; v(æ) -| se, y)dr (y) 


其 中 , gx, y) 是 关于 Q t Dirichlet 问题 的 Green KA. 
原来 的 变 分 不 等 式 现在 是 

(50) wede+HA, (— 4u, v—u)>0 VoEb+H 

而 对 偶 的 不 等 式 现在 是 

(51) BER", (Gu+w,r-u)>0 YrEH' 
这 两 个 不 等 式 都 等 价 于 互补 系 ( 见 上 节 附注 17) 


(52) z=u— WeH, wee", (u, z)=0 
其 中 : 
(53) p=4u, B v= 一 Gn. 


问题 (50) 或 等 价 的 直接 极 小 问题 的 逼近 解 , 曾 被 许多 作 
者 研究 过 , 见 R. Glowinski[2], M. Goursat[1], Sibony [2], 
Marzulli[1], G. Stampacchia[5], V. Oomincioli-L. Guerra 
和 G. Volpi[i], J. J. Moreau[7], J. EF. Durand[1}, 

我 们 将 在 下 面 概述 A. Fusciadi $1) RH we, E 
补 系 (52) 被 有 限 维 互 补 系 的 一 个 序列 所 逼近 , 没有 任何 正则 
性 假定 , 这 给 出 了 函数 % 和 测度 = Au (分 别 为 (50) 和 (51) 
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的 解 ) 的 直接 同时 逼近 . 

这 个 离散 化 是 这 样 得 到 的 ， 利 用 被 给 定 的 吃 的 坐标 线 剖 
分 的 (mn 一 1) 维 网 线 所 支承 的 单位 质量 ， 实 现 测度 H” 的 锥 的 
一 个 内 逼近 . 

现在 我 们 来 描述 这 个 逼近 , 为 简单 起 见 , 取 mw 一 2。 

设 我 们 考虑 如 8 6 例 工 中 给 出 的 那样 一 个 氏 的 坐标 前 
分 ,= (ha, ha) 为 离散 化 参数 ，Q= (qu, gaha), q= (qi, ga) 
EZP RASKAR, 

对 于 每 一 个 g 一 (qi, 9a) EZ, 我 们 将 前 分 的 以 Q NA 
点 和 下 端点 的 一 维 (1 一 n 一 1) 网 线 ,分 别 记 作 Sh 和 SD, 即 

Si {w= (a1, gaha): qaes (git1)h} 
Sa = {v= (qua, La): Qah wo (g2+1)ho} 


Q= (ihi, dyha) (1-41) hi, Q2he) 


RRM RI Bop Mop, ÈN BET pe 
Os (2) 在 So 和 Sa 上 的 平均 值 相对 应 ， 


1 | 1 ee 
Og = Tor dg 一 一 一 
q (p) Sn | a p i hy 


1 . 1 (qs+1)ha 
om) =ar ap ode 


容易 证 明 , 对 于 每 一 个 使 得 S& Sp LAE Q 中 的 9 来 
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pCa, aka) da, 


p(gaha, To) Ake, 


Ui, où Mop 适合 估计 式 : 
ON ETEO 


我 们 将 所 有 使 Sih 和 Se BRE Q RA g 的 集合 , 记 作 ©”. 
[事实 上 , 我 们 有 : 对 于 每 一 个 9€05(0)， 


(fete, adm) < ai- al (全 eu 动 Pam) ， 
我 们 可 以 求 得 3, 使 得 
PCs, 动 -| 2 


op (#4, Ta) daa, 


g Ira 
因此 ， | 
| (es, Ba) [° oaa] |” |E (as, ma) | dos 
<(diam 0) |" “JÆ cs, aa) |" 
而 这 时 


F lp(c 23) |? da< (diam Q) 人 | 名 (24, wo) | dary des 


因此 ， 


zi = diam Q \¥/? i 
aa | P(t, Ga) des <H T (pl. 1 


那么 , où Moh, gE@ 都 是 H(A) 的 对 偶 HCO) 的 
TA, HEL, 由 于 它们 显然 是 非 负 的 ( 即 ; HE P> m, of (0) 
>0, 6-1, 2), 我 们 可 以 得 到 结论 , où A oh 是 属于 HO) 
的 非 负 测度 . 

现在 我 们 用 Hy 来 表示 顶点 在 0、 由 非 正 测度 -o 
EQ, i=1, 2, PERRE: 

={ EEO); v= Dooh), thd va, 


Ee 
显然， 本 SH” 对 于 每 一 个 已 
04。 


LE | 


让 我 们 回忆 一 下 , 其 中 , HE H (0) 中 所 有 非 正 测度 的 欠 . 

在 下 面 引 理 的 意义 下 , 有限 维 锥 Hi 逼近 锥 H": 

518 H*=lim H; (Æ Ha) #), 

从 83 定 理 荆 的 推论 来 看 , 刚才 所 述 的 收敛 性 ， 等 价 于 配 
BERKAH: HEO 中 的 配 极 锥 ， 是 我 们 由 之 出 发 
的 HG (Q) 中 所 有 非 负 函 数 构成 的 锥 A, 而 A 的 配 极 锥 A, 
是 所 有 其 在 每 一 Suh EG, i=1, 2) LM MATER FH ER 
函数 0 E HCO) 构成 的 锥 ， 

H={vE H (0); 20 在 2 中 几乎 处 处 }， 
H,={vEH5(Q), (ah, v) 20, Vg EW, i=1, 2}, 
现在 ,不 难 证 明 : 

4 |h| >On, lim m= H,=H, 
这 可 参考 上 面 所 引 的 A. Fusciardi 等 提出 的 方法 ， 

这 样 ,我 们 可 以 应 用 在 85 和 86 中 所 描述 的 逼近 格式 ， 

逼近 问题 (61) 的 有 限 维 问题 ， 可 由 将 A 换 成 了 Hi 而 得 
到 (我 们 取 h=b, FA LIÉE, 我 们 剩 下 8G 仍 不 变 )， 
(64) CH (Gunt, m—-w)>0 VE 五 2 
它 等 价 于 互补 系 ， 

(55) EHn un EH: (ur, 为 ) =0, 
其 中 ， 2h = Un — tp, Un = — Gun. 

[应 当 指 出 ， 锥 Hr 是 有 限 维 的 ， 而 其 配 极 锥 五 ; 就 不 是 
这 样 的 ， 但 是 , n 属于 有 限 维 锥 一 GCH3) —-4, 这 样 , ERA 
补 系 本 质 上 是 有 限 维 的 ,] 

现在 , 我 们 写 出 以 生成 HSE {一 o&} RRA LW 
E un: 

Ba= Pon, Ma0, 
a 
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类 似 地 , 如 果 我 们 记 


t= D uloa) Tu, 
EE 


则 相应 于 (54) 的 离散 变 分 不 等 式 ， 按 照 我 们 在 $ 工 中 看 到 过 


的 那样 , 由 下 式 给 出 ， 
p= Cua) geo >0 
(56) À “Ho (Goi rita — Vos) (ry — rs) >O 


Ve = (wry) peo >0 
3=1,2 


[将 一 个 良 " 的 向 量 写成 非 负 的 , 我 们 指 的 是 它 的 一 切 分 
量 是 非 负 的 ] . 
其 中 , 对 于 每 一 gE i=1, 2, 
pa= (co P) =Y E Su 上 的 平均 值 ， 
Gog 一 《og Gory) =Q 中 位 势 在 Ss; 上 的 平均 值 ， 
由 网 线 Sr 产生 的 测度 oy 在 中 的 位 势 在 S44: 上 的 平均 
值 


ED ghia) =Goty(a) TE], I, van, 


[应 当 指 出 
Gy— Gag 9, rEQ, à, j=1, 2. 
因为 Green 算 子 G 的 对 称 性 . ] 
例如 ,如 果 i=l, j=2, 矩阵 元 素 hs 由 下 式 给 出 
h 1 f° mm ab ihe 


are ~ haha di diha 
离散 问题 (56) 就 等 价 于 离散 互补 系 
(58) Lie 220, wiz, =0, gEQ", i=1, 2, 
ae D Gars Mery ba 
j=1,2 


9 (1, daha; Tihi, Yo) dx dya 
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它 可 以 利用 例如 主 元 技巧 而 解 出 ( 见 F. Scarpini, A. 
Valdinoci [1]). 

— AX Eth RA, RITE UE EE E 

m= 2 Has 06) 
和 逼近 函数 na) = x „Ha Ju (a) 
由 $6 的 收敛 性 结果 ， 我 们 知道 ， 4|h|>0 BY, u(x) E H5(Q) 
中 强 收 敛 于 问题 (51) WR ue), TO Æ pv 在 对 侦 空 间 
HA) HET. (62) 的 解 u. 

还 让 我 们 指明 ,由 求解 互补 系 (58) 得 到 的 系数 
对 逼近 中 所 用 的 每 个 一 维 网 线 上 解 uw 的 平均 值 ,产生 一 个 
HREM, 关于 这 一 点 的 详细 讨论 , 我 们 可 参考 À. Fusciardi 
EX, 

CURE, TERRE uc (n=2)， 这 个 平均 
值 是 确定 的 ,而 ww) 的 逐 点 值 是 不 定 的 , REBAR uo) A 
有 某 种 正则 性 ， 而 这 种 正则 性 是 依赖 于 障碍 山 的 正则 性 . ] 

附注 20 在 一 个 区 间 (a, b) 中 , 一 维 障 碍 问题 的 逼近 是 
特别 简单 的 ， 这 时 ， 基 测度 où ATL fe ER AY BD OR 
ze 一 多 上 的 单位 质量 6。， 通 近 测 度 是 这 种 Dirac 测度 的 有 限 
He: 

m=-X Lada Ma0, 


并 且 , 由 于 在 \w, 3) 中 位 势 9 @) —Gd,@) 是 “三 角形 ”函数 ， 


` g) 


a -on RS a b 
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那么 ,逼近 函数 
TORAO 

Ela, 5) 中 的 逐 段 线性 函数 . 互补 系 的 解 在 这 情形 特别 简单 ， 
见 卫 . Scarpini, A. Valdinoci[1], 1 

附注 2 RPP HRY BIA, KRAE A p 
Dirichlet 问题 的 Green 函数 ， 但 是 ， 将 上 述 对 偶 方 法 与 
Laplace 算 子 的 有 限 差分 型 台 近 结合 起 来 , 也 是 可 能 的 (将 逐 
点 值 换 成 适当 的 平均 值 )， 代 替 上 面 所 述 的 内 芝 近 ， 这 要 求 
H9) 中 测度 的 外 逼近 ， 这 可 参考 U. Mosco-F. Scarpini 
器。 
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